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Capitolul 1 


SOLICITĂRI COMPUSE 
1.1 INTRODUCERE 


Solicitarea simplă a fost definită în prima parte a Rezistenței materialelor ca fiind 
acea solicitare pentru care determinarea tensiunilor de acelaşi tip (c sau x) nu necesită 
suprapuneri de efecte ale componentelor eforturilor, În categoria solicitărilor simple intră 
toate solicitările pentru care avem un singur efort nenul în secțiunea curentă (solicitarea 
axială, forfecarea, încovoierea simplă pură şi torsiunea). În cazul în care există două 
eforturi nenule (încovoierea simplă cu lunecare), efectul acestora este diferit: unul 
produce tensiuni normale в, iar celălalt tensiuni tangentiale + . Solicitările simple care 
apar în elementele de construcții sunt sintetizate în Tabelul 1.1. 

În cele ce urmează, vom prezenta solicitările compuse, deci acele solicitări 
pentru care în secţiunea curentă араг cel puţin două eforturi nenule, efectul acestora (їп 
tensiuni) fiind acelaşi. Mai exact, vom trata acele solicitări care se produc în mod 
frecvent în elementele de construcții, şi anume: încovoierea (oblică şi dreaptă) cu efort 
axial şi încovoierea oblică (cu forțe coplanare şi necoplanare). 

Pentru o mai bună înțelegere a noțiunilor ce vor fi introduse, revenim asupra unor 
considerații deja făcute în partea întâi a Rezistenței materialelor. Presupunem că 
analizăm o secţiune de o formă oarecare, pe care o raportăm la sistemul de axe 
ortogonal yOz, având originea în centrul de greutate O al secțiunii, axa Oy orizontală, 
iar axa Oz verticală (figura 1.1). 


Figura 1.1 


Față de acest sistem de axe central, se pot calcula momentele de inerție axiale 
|= [ZdA şi 1, = fy'dA, 
A A 


precum si momentul de inertie centrifugal 
\ = [yz dA. 
A 
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Pentru o rotire cu un unghi a a sistemului de axe, se obține un alt sistem de axe 
(y,Oz,), fată de care valorile acestor momente de inerție vor fi lya , lza , [уа . Din 
mulțimea infinită a valorilor unghiului с, există o valoare a* ce conduce la valori extreme 
ale momentelor de inerție axiale (maximă pentru ly şi minimă pentru lz), respectiv nulă 
pentru momentul de inerție centrifugal lyz. Sistemul de axe astfel obținut poartă numele 
de sistem principal central, iar valorile momentelor de inerție axiale calculate față de 
acesta, având valori extreme, se numesc momente principale de inerție. 

Este de reținut faptul că, dacă secțiunea are o axă de simetrie, acea axă este una 
din axele sistemului principal central, cealaltă fiind perpendiculară pe ea. Planele 
formate de o axă principală centrală (Oy sau Oz) cu axa barei (Ox), deci planele (xOy) şi 
(xOz) se numesc plane principale. 


Tabelul 1.1 - Solicitări simple în elementele de construcții 


Solicitări axiale 
a. întindere 


< rp 


b. compresiune 


Forfecare 
P T d 
= => = === = 
= M, 
W & 
(Navier) 
> M ea M, 
' " 
Р, T. oy 
max Е "> L 


e, 


(Navier) 
„= Te: Sy `S; 

bl, 
(Juravski) 
(sectiuni circulare) 


qn т 


1.2 INCOVOIERE CU EFORT AXIAL 
1.2.1 ÎNCOVOIERE OBLICĂ CU EFORT AXIAL 


Incovoierea oblică cu efort axial este solicitarea compusă la care în secțiunea 
eentà eforturile nenule sunt: Nx, M, si Mz. În cazurile curente, trebuie semnalată si 
zezzenta forțelor tăietoare (Т, si T2). Efectul acestora asupra stării de solicitare este însă 
7ecisabil față de cel produs de cele trei eforturi sus-amintite. În cazul în care se doreşte 
zesderarea în analiză şi a forțelor táietoare, se va face determinarea tensiunilor 
"centiale cu formula lui Juravski, după modelul prezentat la încovoierea simplă cu 
iecare. Pentru obţinerea tensiunilor tangentiale totale se va aplica suprapunerea de 
secte, ţinând cont de faptul că tensiunile x, - obținute din Ту şi т, - obținute din T; sunt 
»ecton coplanari şi perpendiculari. 

Tensiunile normale totale ву în stadiul elastic se obțin prin suprapunere de efecte, 
= sderând acțiunea independentă a fiecărui efort. Cu relaţiile de la solicitările simple, 
mcestea vor fi: 


- din efortul axial N, : g, = X (1.1) 
2 : M 

- din momentul încovoietor M, : с, = TZ (1.2) 
y 

- din momentul incovoietor Mz : с. = M,, y (1.3) 


Considerând că suntem în domeniul deplasărilor (si deformatiilor) infinitezimale 
ssam şi în domeniul de comportare elastică a materialului, putem aplica principiul 
=ranunerii efectelor, astfel că tensiunile normale totale într-un punct curent al 

M 
sectunii au expresia: o, (y,z)= X ire : z+. y (1.4) 
y 

În studiul acestei solicitări compuse este esențială înțelegerea echivalentei, din 
mamat de vedere static, dintre tripleta de eforturi (№, My, Mz), acționând în centrul de 
штайаїе al secțiunii, şi efortul axial N, , acţionând în punctul A(yo,zo), numit pol (figura 
* Z. Coordonatele acestuia vor fi date de relaţiile: 


Yo = W Şi Z= e 
Trebuie subliniat faptul că în relaţiile (1.1), (1.2) şi (1.3), precum şi (1.4), fiecare 
z=== cele trei eforturi trebuie considerat cu semnul corespunzător. Convenţia de semne 
=>—otată pentru eforturile din secţiunea curentă este următoarea (vezi „Rezistenta 
7—*enalelor — partea 1"): 
(a) efortul axial N, se consideră pozitiv, atunci când „trage“ de secțiune, deci când 
ze8uce întindere; 


z 


(1.5) 


x 
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(b) momentele încovoietoare (My si Mz) se consideră pozitive atunci când produc 
întinderi în cadranul | (acolo unde coordonatele y şi z sunt pozitive). 


Figura 1.2 


Spre exemplificare, în figura 1.2, toate cele trei eforturi sunt pozitive, ceea ce 
conduce la obţinerea unor coordonate pozitive pentru polul A. 

De asemenea, menţionăm că polul A poate fi situat în afara secțiunii. 

Din figura 1.2 se observà că cele două componente ale momentului încovoietor 
din secțiune se pot exprima cu relaţiile 
(M, = N, -Zo 
N. = N, ' Yo 


Ținând cont de acestea, ecuaţia tensiunilor (1.4) se poate scrie si sub forma: 


(1.6) 


e, (yz) - №. 1 + A уз Сй. 


ДА 
А 
Vom nota си і = Ë şi i 2n (1.8) 
Y YA * YA 
razele principale de inertie (de giratie) ale sectiunii. Cu acestea, se obtine forma cea 
mai utilizată a ecuaţiei tensiunilor normale într-un punct curent al secțiunii: 


N 
send eene (1.9) 


y z 


(1.7) 


relație care reprezintă ecuația unui plan. 
În studiul tensiunilor care apar la încovoierea simplă s-a definit axa neutră ca 
fiind locul geometric al punctelor în care tensiunile normale totale sunt nule. 
Punând condiția ca c, = 0, din relația (1.9) se obține ecuația axei neutre (п-п): 
z 


[Rn Ja (1.40) 
Y 


Relatia (1.10) reprezintë ecuatia unei drepte. Pozitia axei neutre la solicitarea de 
încovoiere oblică cu efort axial, poate fi stabilită uşor pe baza următoarelor Observații: 
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а} axa neutră (п-п) nu trece prin origine si taie axele de coordonate în două 
zx definite de relaţiile: 
y nm EA şi г ab (1 11) 
2317 v 08 
"um tăieturile axei neutre; 
'5j unghiul B făcut de axa neutră (п-п) cu axa Oy, este măsurat în acelaşi cadran 


= = aceaşi sens ca şi unghiul a, definit de 


Itgo] = л (1.12) 
у 
= ече dat de relația: В = 1. Ioa (1.13) 


Sbservatie: Axa neutră poate tăia secțiunea sau nu. in primul caz, axa neutrà 
marte secţiunea în două zone (întinsă şi comprimată); tensiunile normale totale de pe 
== două zone vor avea semne diferite. 

Dacă axa neutră este situată în afara secțiunii, tensiunile normale vor avea pe 
незада secţiune acelaşi semn, al efortului axial Ny. 

Pentru fiecare poziţie a axei neutre (n-n), descrisă prin tăieturile pe axe (1.11) se 
cate determina un pol corespunzător A, de coordonate (у, ;z, ). 


Sâmburele central (SC) reprezintă locul geometric al polilor pentru care axa 
aeutrà nu taie secțiunea şi —deci- tensiunile normale au acelaşi semn. Acest domeniu 
este situat în interiorul secţiunii, în jurul centrului de greutate, conturul său depinzând de 
оппа secțiunii transversale. Limita sa este reprezentată de către locul geometric al 
polilor pentru саге axa neutră este tangentă la contur şi care se numeşte limita 
sâmburelui central (LSC). 

Pentru determinarea LSC se utilizează următoarea teoremă: atunci când axa 
neutră se roteşte în jurul unui punct, polul se deplasează pe o dreaptă. 

În figura 1.3 este reprezentat domeniul sîmburelui central în cazul unor secțiuni 
uzuale. Este de reţinut faptul că la secțiunile simetrice sâmburii centrali sunt simetrici. 
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Referitor la impunerea condiţiilor de rezistență, vom preciza următoarele: 
(1) În cazul materialelor cu rezistențe diferite la întindere şi compresiune (R,.R, ). 


cum este betonul, trebuie discutate două cazuri, funcţie de poziția axei neutre: 
a) dacă axa neutră intersectează secțiunea, tensiunile normale extreme au 
semne diferite (o, max >0 Si с, „„ < 0), şi se impun două condiții: 
m SR, (1.14) 
lo, mia] <R. 
b) dacă axa neutră este situată în afara secțiunii şi 
bi) ambele tensiuni extreme sunt întinderi (0 < C, mn < Opmar), Se 
impune conditia: 
<R, (1.15) 
S Ovni: € 0), 


O, max 


b2) dacă ambele tensiuni extreme sunt compresiuni (с, n 
se impune conditia: 
lou. = [omu < R. (1.16) 
(2) Ín cazul materialelor cu rezistente egale la intindere si compresiune 
(R, =R. =R), cum este - de exemplu - otelul, se impune o singurà conditie: 


|е, |. SR (1.17) 
unde |е, | = тах(с, mac: 5|) reprezintă valoarea extremă în valoare absolută а 


tensiunii normale totale din secțiune. 


Observație: Dacă N, > 0 (efortul axial este de întindere), atunci |o,| =, iar 


X, max 


dacá N, < 0 (efortul axial este de compresiune), atunci |с, Ls = |с С, i| - 


Ín cazul aplicatiilor curente, sectiunea transversalá are douá axe de simetrie si 
poate fi inscrisá intr-un dreptunghi (figura 1.4). Pentru o astfel de sectiune, valorile 
maximă respectiv minimă ale tensiunilor normale apar în punctele „М“ si „т“, 
reprezentând colțuri diagonal opuse ale dreptunghiului şi vor fi date de: 


бүт =- [+ A (1.18) 


Г 


Figura 1.4 
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Observație: Efortul axial N, se introduce în relația (1.18) cu semnul său („+“ dacă 
N, reprezintă o întindere şi „-' dacă N, reprezintă o compresiune), în timp ce momentele 
incovoietoare se introduc în valoare absolută. 


Exemplu: Să presupunem că eforturile sectionale şi caracteristicile geometrice 
ale secțiunii transversale au astfel de valori încât 


N _ 
A mm? ' 


"WC mm? 


Conform observaţiei pe mai sus, dacá N, > 0 (intindere), atunci tensiunea 
extremá va fi pozitivá si va avea valoarea 
RS 


O y max 


in timp ce valoarea minimà 


-65-115- 


S, min 


este mai mică - în valoare absolută - şi are semn ac e 


Condiţia de rezistență va trebui verificată, în cazul cel mai general, în secțiunile 
periculoase. Prin secțiune periculoasă se înțelege o secțiune în care cel puţin una 
dintre diagramele eforturilor sectionale are un extrem global. 


Exemplu: Sá presupunem cá diagramele eforturilor sectionale ale unei bare sunt 
cele reprezentate in figura 1.5. Sectiunile periculoase, notate cu (1), (2) si (3), sunt: 
(1) = sectiunea corespunzátoare lui Na 


(2) = secţiunea corespunzătoare lui M,| ; 
max 


(3) = secţiunea corespunzătoare lui |M,| 


Figura 1.5 
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Aşadar, pentru a verifica o bară solicitată la încovoiere oblică cu efort axial, 
trebuie formate tripletele de eforturi: 


NO = N,| P NO) 
() ҮМ (2) IMP -MI, 6) 1м 
M? e мо = M, 


şi apoi, verificată condiția de rezistență corespunzătoare, sub una dintre formele 
prezentate în relaţiile (1.14) + (1.17), pentru fiecare dintre cele trei triplete de eforturi. În 
cazul în care inegalitatea corespunzătoare condiţiei de rezistență este verificată pentru 
fiecare dintre acestea, vom spune că „bara verifică (sau rezistă)“; în cazul în care cel 
puțin una dintre tripletele de eforturi conduc la nerespectarea inegalitátii condiției de 
rezistență, vom spune că „bara nu verifică (sau nu rezistă)'. 

Observaţie: Este posibil ca, în unele cazuri, două sau chiar toate cele trei din 
secțiunile (1), (2) şi (3) definite mai sus să coincidă, fapt ce conduce, în mod evident, la 
reducerea numărului de condiții de rezistență impuse (de verificat). 


Tipuri de probleme la încovoiere oblică cu efort axial 


După cum s-a arătat în partea | a Rezistenței materialelor, sunt definite trei tipuri 
de probleme: verificarea, dimensionarea şi efortul capabil. Formularea acestor probleme 
şi detalierea modului de rezolvare sunt prezentate pentru cazul generic ilustrat în figura 
1.6. 


E 


"SCIT 


ks: 


Ea E SEES S E EE E NE E S 


Figura 1.6 
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L Verificare 
-Date - grinda: - forma şi dimensiunile secțiunii transversale 
- rezemările 
- încărcările (P, Q, q, etc.) 
- poziția încărcărilor pe bară 
- rezistența de calcul a materialului (R) 
* Necunoscute: - dacă grinda rezistă sau nu (dacă sunt verificate condiţiile de rezistență) 
* Rezolvare: 
1° Se extrag fortele exterioare date in plane principale (xOz) si (xOy) si se traseazà 
z=gramele de eforturi prin suprapuneri de efecte (deci, din fiecare fortë elementară 
separat şi apoi prin însumare); 
• N, — din forțele situate pe axa barei (Ox) sau paralele cu aceasta; 
* M, — din forțele sau componentele forțelor din planul (xOz) ce sunt paralele cu 
axa barei (Ox) sau cu axa (Oz), nefiind situate pe acestea; 
• M; — din forțele sau componentele forțelor din planul (хОу) ce sunt paralele cu 
axa barei (Ox) sau cu axa (Oy), nefiind situate pe acestea. 
2° Se identifică secţiunile periculoase precum şi valorile maxime absolute ale 


=torturilor |N, |, + Mj. şi |M,|, „corespunzătoare acestora şi se formează tripletele de 


мі-м.. № №) 
eforturi: (0) AM) (2) M= му, 6) м 
Me) m M| Mele 


3* Se calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii transversale a barei: aria, 
coordonatele centrului de greutate, momentele de inerție axiale şi modulii de rezistență 


A > Za = ly = W, . 
= ly, > l > W, C 
4° Se verifică condiţia de rezistență corespunzătoare tipului de material şi solicitării 
obținute - vezi relațiile (1.14) + (1.17) - pentru fiecare tripletă de eforturi. 


Observaţie: Dacă toate inegalitátile definind condiții de rezistență sunt 
îndeplinite, atunci vom spune că „bara verifică (bara rezistă)“. 


II. Dimensionare 
* Date: - grinda: - rezemările 
- încărcările (P, Q, q, etc.) 
- poziția încărcărilor pe bară 
- forma secțiunii transversale (obişnuit, se aleg secțiuni 
dreptunghiulare sau alcătuite din profile laminate „|” sau 
,U"); NU şi dimensiunile ei 
- rezistenta de calcul a materialului (R) 
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* Necunoscute: - dimensiunile secțiunii transversale a grinzii 

* Rezolvare: 

1. бе extrag forțele exterioare în cele două plane principale - (xOz) si (хОу) — şi se 
trasează diagramele de eforturi: 

» N, - prin suprapunerea efectelor forțelor ce acționează paralel cu axa barei 

(Ox); 

* My;— din fiecare forță din planul (xOz) acționând paralel cu аха barei (Ox) sau 

cu axa (Oz), nesituate pe acestea; 

e Mz; — din fiecare forţă din planul (хОу) , acţionând paralel си axa barei (Ox) sau 

cu axa (Oy), nesituate pe aceasta. 

Observație: În cazul în care necunoscuta nu intervine pe una din direcţii, se vor 
putea suprapune direct efectele, obținându-se o diagramă totală pe direcția respectivă 
(în mod obişnuit M" sau M?'). 
2° Se identifică secţiunile periculoase şi se formează tripletele de eforturi 
corespunzătoare acestora. 

Observaţie: Diagrameie de eforturi My şi/sau М, se obțin ca alăturare de 
diagrame elementare, trasarea diagramelor globale М} şi/sau M! nefiind posibilă 
datorită prezenței necunoscutei în valorile acestora. În acest context, din diagrame se 
poate ajunge la supoziţia că secțiunea periculoasă corespunzătoare unui anumit efort 
poate fi situată în mai multe poziții pe axa barei, în funcţie de valorile luate de variabilă 
(necunoscută). Se ajunge astfel la un număr sporit de secțiuni periculoase, 
corespunzătoare unor valori maxime absolute ale eforturilor N, , My şi respectiv M;. 
3°. Se scriu condiţiile de rezistență aferente tuturor sectiunilor periculoase reținute în 
pasul (2°), la limită, ca egalitáti. 

Din rezolvarea ecuațiilor astfel obținute, se vor obține mai multe valori ale necunoscutei. 

Observație: Dimensionarea urmăreşte stabilirea dimensiunilor secțiunii 
transversale a barei. În condiția de rezistență apar însă caracteristici geometrice ale 
acesteia (A, Wy şi W2) care sunt funcţii ale dimensiunilor, depinzând de forma secțiunii. 
Astfel, din condiția de rezistență se poate determina numai o singură caracteristică 
geometrică necunoscută. În cazul general însă sunt necunoscute toate cele trei 
caracteristici geometrice, ceea ce implică impunerea unor condiții preliminare între 
dimensiunile secțiunii. De exemplu, în cazul sectiunilor dreptunghiulare se impune un 
raport al laturilor k = h/b. Pentru secţiunile alcătuite cu o formă geometrică е ѕе 
recomandă dimensionarea prin încercări. 
4°. Їп final, se va selecta dintre valorile obținute la punctul (3°), valoarea pozitivă 
minimă. 
5° [п mod obligatoriu se verifică bara cu valorile efective ale caracteristicilor 
geometrice pentru secțiunea aleasă. 


я A ЖА. 


о .. m а B 


——  - 4— a < i е Uld 


— — 
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Observaţie: Într-o problemă de dimensionare, se poate cere fie stabilirea 
dimensiunilor geometrice ale secțiunii transversale, fie stabilirea poziției punctului de 
aplicație al unei forte, astfel încât in sectinea transversală a barei să se obţină o anumită 
distribuţie a tensiunilor normale. 

De exemplu, se poate cere ca tensiunile normale să aibă acelasi semn pe toată 
secţiunea. În acest caz, dimensionarea nu se va face din considerente de rezistenţă ci 
din condiţia ca axa neutră să nu taie secțiunea. Pentru aceasta, polul fictiv, determinat 
cu relaţiile (1.11) trebuie să se situeze în limitele sâmburelui central. 


lil. Încărcare capabilă 

* Date: - grinda: - forma si dimensiunile sectiunii transversale 
- rezemárile 
- incárcárile, cu exceptia uneia 
- poziția încărcărilor pe bară 

- rezistența de calcul a materialului (R) 

* Necunoscute: - valoarea capabilá a incárcárii neprecizate 

* Rezolvare: 

Observaţie: Într-o astfel de problemă se cere, in general, stabilirea valorii 
capabile a unei încărcări, deci valoarea maximă pe care o poate lua încărcarea 
respectivă, astfel încât în punctul cel mai solicitat din secțiunea cea mai solicitată, 
tensiunea normală totală (с,) să egaleze valoarea rezistenţei de calcul. Cu alte cuvinte, 
condiţia de rezistență scrisă pentru acest punct se exprimă ca o egalitate. 

Modul de rezolvare al unei astfel de probleme este identic cu cel descris mai sus, 
la o problemă de dimensionare (II), singura diferență fiind reprezentată de semnificaţia 
necunoscutei (aici — încărcare). 


Trasarea diagramei tensiunilor normale totale (67^ ) în secțiunea curentă а 
unei bare supusă la încovoiere oblică cu efort axial 

Pentru trasarea diagramei tensiunilor normale totale într-o secțiune ,A" se 
parcurg următorii paşi: 
1°. бе extrag valorile eforturilor sectionale N”, M® si MW. Apoi, se reprezintă 


aceste eforturi pe secțiunea transversală a barei, ținând cont de semnul lor, de 
convenţia de semne şi de poziția cadranului | (cadranul în care coordonatele y şi z sunt 
-ambele- pozitive). 

2°. Se trasează diagramele tensiunilor normale din fiecare din cele trei eforturi (N^, 


MY” si M^), aplicând regulile de trasare cunoscute de la solicitările simple (figura 1.7). 


Observaţie: Caracteristicile geometrice ale secțiunii transversale (A ; ly ; lz ; Wy ; 
W; ) sunt deja cunoscute, astfel încât valorile din diagramele sus-amintite se pot preciza 
complet. 
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3°. Se stabileşte poziția polului A(yo; zo) în secțiune cu relațiile (1.13): 


MW M^! 
Yo WC Z, = NU : 


unde eforturile se introduc cu semnele efective. 

4°.  Sestabilesc razele principale de inerție (airatie) ale secțiunii: 
| А | 

тШ, 0-67; 
А ue T 

5° Utilizând relaţiile (1.11) se stabilesc tăieturile pe axele de coordonate (Oy si Oz) 
2 12 


: i i 
ale axei neutre (n-n): Y=- ; 7; ===. 


n 


У, Zo 
Apoi, unind punctele N: (ул; 0) si № (0; Zn), se trasează axa neutră (п-п). 
6°. Prin colțurile cele mai îndepărtate ale secțiunii se duc două paralele la axa neutră 
(si apoi o perpendiculară pe toate aceste trei drepte, ce va reprezenta linia de referință a 


у= 


diagramei с, Diagrama tensiunilor normale totale este liniară, cu valoare nulă în аха 


neutră (n-n) şi cu valori extreme pe cele două paralele trecând prin colțurile secţiunii. 


Observaţie: În cazul în саге axa neutră nu taie secțiunea, diagrama с"! va 


păstra acelaşi semn pe întreaga secţiune, existând numai pe zona aferentă secțiunii 
(Figura 1.7). 


7^5 
^, `. 
” & 
/ bs 
„Стах (п-пўх 


Omin 
EEUU! 
` N<0 v А 
REL Р A E 
EZ. 


Figura 1.7 


)z) 
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# EXEMPLE DE CALCUL 


LJ Exemplul 1.1: Pentru stâlpul din figura 1.8, se cere: 
a) verificarea stâlpului din oțel OL37, ştiind că rezistența de calcul este R = 210 
N/mm*; 
b) trasarea diagramei tensiunilor normale la baza stálpului. 


Figura 1.8 


Rezolvare 
a) Verificarea stâlpului 


1". Extragem forțele exterioare date în planele principale (xOz) şi (хОу) şi trasám, 
prin suprapunere de efecte, diagramele N,, M, şi M;. 
Facem mențiunea importantă că la trasarea diagramelor de moment se respectă 
următoarele convenții: 
- diagramele vor fi reprezentate întotdeauna pe partea fibrei întinse; 
- semnul unui moment va fi considerat pozitiv dacă produce întinderea fibrei 
din cadranul |. 
Forțele din planul (xOz) şi diagramele de eforturi corespunzătoare sunt 
reprezentate în figura 1.9. 
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[kN] 


Т?с D TUAM ru. rn re M t TE 


200+ 100 ! 100x017 
= 300 -17 


2 
10 x $-= 80 


Figura 1.9 


La trasarea diagramelor de moment încovoietor My s-a ţinut cont că: 
(i) fibra corespunzătoare cadranului | (fibra a cărei întindere corespunde 
momentului pozitiv) este fibra marcată cu „dr“; 
(ii) acţiunea forței P2 determină întinderea fibrei „stg“ iar cea a sarcinii uniform 
distribuite q a fibrei „dr“. 
Forțele din planul (хОу) şi diagramele de eforturi corespunzătoare sunt redate în 


figura 1.10. 
0,115 m 


[kNm] 


100 x0,115 15x2=30 
= 11,5 


Figura 1.10 
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La trasarea acestei diagrame s-a ținut cont că: 
(i) fibra a cărei întindere este corespunzătoare unui moment pozitiv este cea 


notată „аг“ 
(ii) forța verticală P; produce întinderea fibrei „dr“ iar forța orizontală H pe cea 
a fibrei „stg“. 
2*. Se identifică secţiunile periculoase: (1) - cu [М,| 
(2) - cu M... 
(3) - Cu №, 


Din analiza diagramelor Nx, Му si М, , se observă са: 
° М, este constant şi, în consecință, secțiunea (1) poate fi considerată 


oriunde pe înălțimea stâlpului; 


M... si implicit sectiunea (2) este cu sigurantà la baza stálpului; 
* М, şi secțiunea (3) se află cu siguranţă Іа baza stâlpului. 


Atunci când valoarea maximă absolută a unui efort se atinge nu numai într-o 
sectiune distinctă ci pe un interval, se va retine pentru analiză secţiunea în care cel puţin 
că un efort este extrem. Rezultă că verificarea se va efectua numai în secțiunea de la 
зага stâlpului, unde tripleta de valori ale eforturilor este 


|N, |= 300 kN 
IM, |=63kNm 
IM, |=18,5kNm 


În acest caz secţiunile (1), (2) şi (3) coincid. 
3 Se deterinină caracterislicile уеотеігісе aie secțiunii: 


- aria: A 223-34 -20-30 =182cm? 
3 3 
| = 23:34 20.30 = 30.332,67cm* 
im 


- momentele de inertie: 


Li 3 LI 3 
| = 24:23 30:20 .44 473 17cm* 
12 . 12 
| 4 
W, =—= LE Lan 1.784,27cm? 
|| EN 17ст 
- modulii de rezistență: i атлана 
Му, = 2 =. IG _ 1 258,54cm° 
IY la. 11,5cm 
£c Se verifică îndeplinirea condiției de rezistență în singura secțiune reținută la pasul 
zu numărul 2°: 
M, M 
le; lua W. D 
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lo. | = 300-10° N 63-10* Nmm 185-10 ^ Nmm _ 
‘тах 182-10*mm? 1.784,27-10mm*  1.25854-10' mm 


n «Redí0-N... " 
mm mm 


Rezultà: 
— 66,49 


asadar, stálpul verificá (rezistá). 


b) Trasarea diagramei tensiunilor normale (5*"' ) la baza stâlpului 
1°. Se extrag valorile eforturilor din secțiune (cu semn): 

N, 2-300kN ; 

M, = + 63kNm ; 

M, =+185kNm . 


si le reprezentám pe sectiunea datà: 


63x10 — 3534 
1784,27 x 10° Е 


= 16,48 


300 x 10° 
1258,54 х 10 


18,5 x 10° 


Y 5854x109 1470 


Figura 1.11 


2°. Se trasează diagramele simple o, o”, o”: corespunzătoare eforturilor din 


secțiunea de la baza stâlpului. 
3*. бе stabilesc coordonatele polului A: 


M, 18,5-10°Мтт 

mL. — =-61,67mm ; 
Уо N, -300.10°N 167m 

M,  63-10*Nmm 

sol ==210mm . 
Zo N,  -300-10N enn 


4°. бе calculează razele principale de inerție (de giratie) ale secțiunii: 


š | 30332,67cm* 

{ = ‚|2 = [= 1291cm = 129; : 
tos Tq iman аш 
Ў | [1447317cm* 

i 2: LC ———- 892cm = 892mm 

* А 182ст? 2 
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5". бе determină tăieturile axei neutre (п-п) pe axele de coordonate: 


2 2 2 

У, = E. = 592mm . +129,02тт ; 
Y,  - 61,67mm 
Ë 2 2 

z =. = ЭТ 037mm . 
z,  - 210mm 


si apoi se reprezintá axa (n-n) pe sectiune. 

6°. Prin colțurile cele mai îndepărtate de (п-п), respectiv stânga sus si dreapta jos, se 
duc douá paralele la (n-n) si o perpendiculará la aceasta, ce va reprezenta linia de 
referință a diagramei c?' . 

Distribuţia tensiunilor normale totale pe secțiune este reprezentată printr-o 
diagramă liniară, cu valoare nulă pe (n-n), cu valoare minimă în punctul (m) (colțul din 
stânga sus al secţiunii) şi maximă în punctul (M) (colțul din dreapta jos al secțiunii). 

Prin însumarea valorilor din diagramele simple, se obține: 


N_: 
С, пах = +33,53 maer 
N 
O, min = —66,49 nu 


Diagrama tensiunilor totale este reprezentată în figura 1.11. 


{а Exemplul 1.2: Un stâlp de beton incastrat la bază este solicitat ca în figura 1.12. 


Мз iR эр 


Stiind cà rezistentele betonului sunt: R. =12 Es 
mm mm 


Se cere: 


a) sà se verifice stálpul; 

b) sá se reprezinte diagrama tensiunilor normale totale in sectiunea maxim 
solicitată; 

c) să se determine valoarea forței Q astfel încât în secțiunea maxim solicitată să 
nu apară întinderi. 


Figura 1.12 
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Rezolvare 


a) Verificarea stâlpului 
1. Se trasează diagramele de eforturi. Forţa P acţionează centric şi produce numai 


efort axial. În cazul elementelor din beton se ţine cont şi de greutatea proprie a acestora. 
Aceasta se consideră ca şi încărcare uniform distribuită acționând, în acest caz, după 
axa barei (Ox): 
g=y,: À -25.03.04 =з КЇ ; 
т 
Forta Q аге componentele їп planele principale: 
Q, = Q-cosa (în planul xOy), 
Q, = Q.sina (în planul xOz). 
Din geometria secțiunii rezultă: 
200 pu = 08 


{да = — = 1333 = 53°7'48" si 4 
ga a 333 > а = 53°7'48" si нарда 


Rezultă eforturile: М, 2 -Q-cosa-3- –10:0,6 :3 = -18kNm , 
М, = О. ѕіпо -3 =10.0,8:3 = 424kNm . 
Diagramele de eforturi sunt reprezentate în figura 1.13. 


[kNm] 
Qsina 
Net 
E 
Qcosa == 
TES 
Раз 
TESTE 
ROR 
пав 
== 
= = 
 —. 
| 600 + 3х3 = 609 10х0,6х3 = 18 10x0,8x3 = 24 
z 
Figura 1.13 
2°. Secțiunea maxim solicitată este cea de la baza stâlpului (in încastrare), unde: 

N, 2—609kN ; 

M, =—18kNm ; 

M, = + 24kNm . 


3*.  Caracteristicile geometrice ale sectiunii transversale sunt: 
A =30-40=1.200cm° ; 
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2 2 
w =b-h' _ 30-40 


„= == = 8.000cm` ; 
6 6 
- 2 . 2 
W, = h-b 40-30 _ & ооост? A 
a. 4”.  Secalculeazá -cu relația (1.18)- tensiunile extreme: 
pă 


- 1200-10? mm? | 8.000 .10 mm? 


19 


Ж) A M,|_ M.| __—609-10°М _ f 18-10* Nmm | 24.10° Nmm |_ 
. A |W W, 


6.000 .10!1mm` 
=-5075+(225+4), 


Gama = 5075625 = +1175 


mm 


С, mn = 5,075 – 6,25 = —1 1325 (compresiune). 


ғ (întindere), 


Tensiunile obținute se compară cu rezistentele corespunzătoare: 


N N 
O x max PPS a: <R, dd 3 


с, һа] = 11325. <В, =12-N 
mm mm 


Ambele condiţii fiind îndeplinite, stâlpul verifică (rezistă). 


2" 


b) Trasarea diagramei tensiunilor normale totale (cx) în secțiunea de incastrare 


N, = -609kN ; 
1°. Valorile eforturilor în secţiune: M, = – 18kNm ; 
M, = +24kNm . 

2. 


Trasarea diagramelor simple o™, o”, o! este redată în figura 1.14. 


¿gw 1,175 


609x10" уу 18х10" _ 
300x400 9.075 gogo x 1002-25 


Figura 1.14 
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3° Coordonatele polului A sunt: 


M, 24:10°Nmm 
= = ————--— --3940mm ; 
У N,  -609-10'N 
M, -—18-10'Nmm 
— =—— = 42955mm . 
N —609-10N 


4*. Razele principale de inerție (giratie) ale secțiunii; 


b-h? 
ies | 12 h _ 400mm _ : 
i = = 115,47mm ; 
d b-h J12 2 

h-b 
x 2 _ b _ 300mm . 
i2y-2.- = = 86,60mm . 
З b.h J2 Л2 


5° таеїипїе axei neutre pe axele de coordonate sunt: 


2 2 2 
у, =k Ü 8660 mm . , oo34mm ; 
Y,  - 3940mm 


Ë 2 2 
Xa URAT POE ота, 
5% + 29,55тт 


„= 


z. = 


n 


Poziţia axei neutre este reprezentată în figura 1.14. 
6°. Variația tensiunilor normale totale (figura 1.14) este liniară pe secțiune, valorile 
extreme fiind cele calculate şi verificate la punctul a). 

Observaţie: Axa neutră (n-n) taie întotdeauna cadranul opus celui în care se 
găseşte polul A(yo ; zo). 


c) Determinarea valorii forței О astfel încât în secțiunea maxim solicitată să nu 
apară întinderi 
Condiţia care se impune este ca valoarea tensiunii normale totale maxime 


(întindere) să fie nulă: ге. 
Exprimăm această tensiune -din relaţia (1.18)- în funcţie de forta necunoscută Q: 
609:10° (Q:cosa:3:10* Q.sina:3:10* 
Ce: oii | xmi "^ zai |: 
1200.10 8.000-10 6.000-10 
Observaţie: Pentru obținerea valorilor c,,,, in fata parantezei se va lua in 


considerare semnul (+). 
După efectuarea calculelor si rearanjare, rezultă; 


0,6-10° 0,8 -10° 


= -5,075 + 3Q | J =—5,075 + 0,625.90 


spa 8.000 ` 6.000 
şi, din condiția ca această tensiune să fie nulă, obținem: 
5,075 


— 5,075 + 0,625:0 = 0 = ——— =812КМ . 
| г аа 
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Pentru această valoare a forței Q, axa neutră este tangentă la secţiune, tăieturile 
= pe axele de coordonate fiind: 


=—® =—————— = n. =-32mm ; 
YN N, 609 
M, -Q. —812-0,6- 3-10? 
z, „своп СОЗ, ЭП, EIZ- AGIN .. | dmm: 
N, N, -609 
2 2 
y, ES = +23436mm 
SEHE 
Ü 115472 
în a m —55555mm . 


Axa neutrá si diagrama tensiunilor normale totale sunt reprezentate in figura 1.15. 
Tensiunea normalá extremá va fi: 


= |с |, Q-coso.-3m , © sine -3m 
x.min -— o T a 


z 


3 
X 9910. «82.340 ( 06. 08 Ku : 
1200-10 8.000 8.000 mm 


Se poate arăta că atunci când axa neutră este tangentă la secțiune, tensiunea 


"ormalá totală extremă are valoarea egală cu |с,| .. = 2: ы : 


[Nimmš] 


NN 


0 


І Figura 1.15 


N WY 

: NS NS А 
S "s 
x] „^^ 


i 
' 


| LJ Exemplul 1.3; Să se dimensioneze stâlpul din figura 1.16 cu secțiune 
| i =h=4,5)di 37 (R=210-N_ 
| dreptunghiulará (k = b ,5) din otel OL 37 (R mmi ). 


Cu dimensiunile stabilite, sà se traseze diagrama tensiunilor normale о, in 
secțiunea maxim solicitată. I 
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Figura 1.16 


Rezolvare 


a) Stabilirea dimensiunilor secțiunii transversale 


1°.  Extragem fortele în planele principale si {газат diagramele de eforturi, prin 
suprapuneri de efecte. 
* Forte în planul (хО2) 
tx 


шу 


[ 


Figura 1.17 
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* Forte în planul (xOy) 


Figura 1.18 


2° Se identifică secțiunile periculoase precum si tripletele де eforturi 
corespunzátoare acestora. Din analiza atentă a diagramelor de eforturi (figurile 1.17 si 
* 18) rezultă că, în acest caz, cele trei secţiuni coincid şi reprezintă secțiunea de la 
Бага stâlpului. Aşadar, avem: 


N, =—700 ÎN] ; 
M, =-30-100-h [kNm] ; 
M, 2425 [kNm] . 


3. Se calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii transversale a stâlpului 
*nànd cont de raportul adoptat între dimensiunile sale К = ? = 1,5. Ţinând cont şi de 


poziția sistemului de axe, avem: 


A - b-h A -15.b* 
abili + 
y" l, =0,28125b* ; 
hb 1, =0,125b* . 
т 12 
abb, 
Муз: W, =0,375b' ; 
.hb W, =0,25b' . 
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4°. Se scrie condiția de rezistenţă la limită (ca egalitate) în secţiunea de la b. 
stâlpului, ţinând cont de unitățile de măsură ale fiecărei mărimi (transformând totul în 
şi [mm] şi, desigur, mărimi derivate): 


е... losan [=M M. p 


Înlocuind în relația de mai sus eforturile si aadi geometrice ale sectiu 
exprimate in functie de dimensiunea b, avem: 
le, | : 700-10? H (30+100-h)-10° " 25.10* 
тах (15.b?).10*  (0375-b')10!  (025-b^)-10 
Efectuând calculele rezultă: 


Ы bi 
04666667 , 008 "04 | 01 vy 
b А b p 


= 210. 


sau, după simplificári 
210-b' —0,8666667-b-018=0 . 
Rezolvarea ecuației de gradul Ill obținute se poate face în mod aproximativ pri 

metoda înjumătățirii intervalului. Această metodă permite obținerea unei soluti 
aproximative a ecuației f(b)= 0 dacă se procedează astfel: 

- se calculează f(0) ; 

- se alege o valoare b+ suficient de mare pentru ca soluția să fie în 

intervalul (0;b,) ; 

- ca urmare, semnele f(0) şi f(b,) vor fi contrare ; 

- injumátátim intervalul (0; b, )şi calculám f(b,), unde b, -2 ; 


- dacă f(b,) are semn contrar lui: 
* f(0), atunci injumàtàtim intervalul (0;b,) şi calculám f(b,'), unde 


b 
bs 22, 
wat. 
* f(b,), atunci înjumătățim intervalul (b,;b,)si calculám f(b,"), unde 
b, +b 
b Mit 2 ы 
j 2 


- se procedează în continuare analog, până la obținerea unei soluții 
aproximative, cu o eroare presupusă acceptabilă. 
Avem, deci: f(b)- 210-b! -0,8666667 -b— 0,18 = 0 
* bo = 0m 
f(0) = - 0,18 
* b, = 0,2m 
f(0,2) = 210 - 0,2? — 0,8666667 - 0,2 — 0,18 = + 1,3266667 


57. 
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- b; = 0,10m (b; = BIA 


f(0,10) = 210 - 0,10? — 0,8666667 - 0,10 — 0,18 = - 0,05666677 
* bs = 0,15m (bs = d 
f(0,15) = 210 - 0,15% — 0,8666667 - 0,15 — 0,18 = +0,39875 
* b4 = 0,125m 
f(0,125) = + 0,1218229 
* bs = 0,1125m 
f(0,1125) = + 0,0215039 
* bs = 0,10625m 
1(0,10625) = - 0,0201961 
* b; = 0,109375m 
f(0,109375) 7 - 0,000019022 
* ba = 0,1109375m 
f(0,1109375) = + 0,0105718 
Acceptám ca soluție baec = 110mm, şi avem apoi hrec = 1,5:110тт = 165mm. 
тё 10тт ; 


Se aleg са dimensiuni ale sectiunii transversale: 
h=l65mm . 


Cu valorile alese, se determinà: 
- eforturile la baza stâlpului: 


№, = -700kN ; 
M, = —30-100-0,165 = —46,5kNm ; 
M, = + 25kNm . 


z 
- caracteristicile geometrice efective ale sectiunii transversale: 
A =11:16,5 =181,5cm° 
= 11:16,5° 
ч 12 
_ 165-12 
12 


| = 4117,78ст“ ; 


| =1.830,12cm* . 


z 


_ 11-16,5? 
Ro ya 


= 49912cm°` ; 


.11? 
W, = SZN = 332,75ст” . 


- tensiunea maximă (absolută) la baza stâlpului: 


700 .103 N 46,5-10 N mm 25 -10 ê Nmm 


с ZT + —————o—IƏ.D—— = 
|е. |, 181,5 .10 2гтт2 499,12 -10 тт? 322,75 -10 mm ° 


= 206,86 —N—<R = 210 — 


mm 2 mm 2 


Rezultă că dimensiunile alese (b =110mm, h =165mm) sunt corespunzătoare, 


‚ нүнүн) 
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b) Trasarea diagramei tensiunilor normale (всу) în secțiunea maxim solicitată - » 
S-a stabilit cá sectiunea cea mai solicitatá este cea de la baza stálpului. 
1°. Eforturile sunt: 


N, = -700kN ; 
M, = —46,5kNm ; 
M, = +25kNm . = 
care se vor reprezenta pe sectiunea dată (figura 1.19). 
2°. бе trasează diagramele tensiunilor normale simple с^, o, c" din fiecare 
efort. 
ы 
"y 
Figura 1.19 
3*.  Sestabilesc coordonatele polului A: 
M, 25.10'Nmm 
=— =———- z-35,71mm ; 
уо N, -700-10'N 
M, _ —46,5-10°Мтт E 
z, =—-=——  —r=+66.43mm . 
SUN, ^ -7010N — R 
4°.  Secalculeazá razele principale de inerție (de giratie) ale secțiunii: a) 


| 4 1: 
i= É Р аласт 17.78cm_— 4 763cm = 47,63mm ; 

А 181,5cm pt 
1 | 1.830]2cm* « 
i,= |= = |= E 31758gm = 31,75mm . 
* Ë: Y 181,cm gn e 
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5 Зе determină tăieturile axei neutre (п-п) pe axele de coordonate: 
{2 2 2 
y, = az. = _ 3175 тт _ + 28,23mm ; 
Yo — 35,71mm 
Ë 2 2 
=.= _ 4763 mm . -3415mm . 
Z5 + 66,43mm 
s" Trasàm (п-п) şi apoi diagrama c?" , în care se obține: 


= —38,57 +93,16+ 7513 = 4129,72 


булак тт? 


булш = -3857 - 9316 — 7513 = -20686 Ls | 


L3 Exemplul 1.4: Pentru stâlpul din figura 1.20, se cere: 
a) stabilirea încărcării capabile Hesp, ştiind că R = 210 N/mm? . 
b) trasarea diagramei tensiunilor normale (ву), în secțiunea maxim solicitată. 


Figura 1.20 


Rezolvare: 


a) Stabilirea încărcării Heap 
1. Se extrag forțele exterioare (date) şi componentele lor din cele două plane 


principale şi se trasează diagramele de eforturi prin suprapunere de efecte. Se va tine 
cont că momentul încovoietor pozitiv este cel ce produce întinderi în cadranul | (deci, cel 
ce întinde fibra „dr“, aflată la coordonata y pozitivă, respectiv z). 
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* forte în planul (xOy) 


0,32 m 
@ + 
[kN] | [kNm] 
i 48 
Mog ET "cedes 

Барар | == 

pd AE == 

poe] ЖЩ == 

E ceai T 53 

27 A o 

p Arm 
| кел Miro: 
| aa t == 

— E EI 

pi r эше 
| Fr P wp 

eet P = 

==; 1, = 

E LE y 

ЕЕ) Е ai Ix 
150 + 350 ! 150 х 0,32 а 128 
= 500 = 48 10» #=в0 
Figura 1.21 


* forte în planul (xOz) 
0,15 m 


[kNm] [kNm] 


gens 
ies 
Wn 
BEA) == пераа У 
sss; 
=] 
OJ + 
br «d 
[e 
= | 
B= ç 
Wes, 
Пий 
пе 2 
BENE E ES pi 
150 x 0,15 3H 
z 5 
Figura 1.22 
2°. Зе identifică secţiunile periculoase, în care pot să apară solicitările maxime; 
acestea vor fi: 
(1) — secțiunea de la baza stâlpului, în care avem: 
|№| = ѕоокм ; 
() 1MP|- B-H-22,]| [kNm] ; 


-]128kNm . 


мо 
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(2) — secțiunea de acțiune a forței orizontale Heap (3 т de Іа baza stâlpului): 


NO) = 500кМ ; 
(2) 1MP|- 225kNm ; 
М?) = s3kNm . 


Vom retine doar tripleta de eforturi aferentă secțiunii (1), fiindcă necunoscuta H 
ass doar în aceasta. 
= Se determină caracteristicile geometrice ale secțiunii transversale a stâlpului: 
А =2:(30-2)+60.1=180cm? ; 


, 12 
3 2 3 
122.2? (59.5 2.2) +109 _133360cm“ . 
12 2 *2) |12 
9.005 
w, = 2:005 _ 60033cm: ; 
Дит с 
W, = Imm. 4.167,5cm' . 
| 32 


Se scrie condiția de rezistenţă în secțiunea (1), la limită: 
|, „%040 н-к, чю" 
* imax 180.10? 600,33.10° 4.167,5.10? 
se unde vom obține două ecuaţii: 
(a) 27,778 + (+ 4997 -H — 37,479)+ 30,714 = 210 
(b) 27,778 + (- 4997 -H  37,479)- 30,714 = 210 
Se obtin solutiile: 
Н) = 43782kN ; 
м =-2782КМ. 
Se retine doar soluția pozitivă, astfel încât vom obține 
Ha, = 37,82KN . 


> Trasarea diagramei tensiunilor normale (oy) în secțiunea cea mai solicitată 
+ Secţiunea cea mai solicitată este cea de la baza stâlpului, eforturile fiind deci: 


= 210 , 


N, = —500KN ; 
M, = 3.37,82 - 22,5 = -9096kNm ; 
M, = +128KNm . 


z Pe sectiunea transversalà datà, se vor trasa diagramele de tensiuni normale din 
ч. din M, si din М, (figura 1.23). 
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A Aare 


LLLI GELT 


2 


з 


8 151,52 


Figura 1.23 


3°  Sestabilesc coordonatele polului A: 


= — = ———— = -256mm ; 
Yo N,  —500-10N 
M, _ —90,96-10*Nmm 
Z; = —¿=—— = +18192mm . 
° N, — 500-10N 


4”, бе calculează razele principale de inerție (de giratie) ale secţiunii: 


G: 9.005.10*mm* _ 
ce E- TNT n š 
4 4 
= E „13536010 у ону, 
А 180-10°тт 


5° бе determină tăieturile axei neutre (п-п) pe axele de coordonate: 
i, ___27219mm? 


у, =-— = = 4 289,40mm ; 
Yo — 256mm 
Ë 2 2 

z, = s dm _ 7073 mm _ = 27,50mm t 


= +18192mm 


6°  Trasám (п-п) si apoi diagrama с“! , în care avem (figura 1.23): 


B 500-10! N (m Nmm  128-10* Nmm 


= e — — R — + —— 5 
*79 — 180-10!'mm? (1 60033-10 mm? 4.167,5-10°mm* 
500-10! N 90,96-10° Nmm . 128-105 Nmm N 
i > A e Feo c faj ape 2 nce 
180.10“mm 60033:10°"mm'  4.167,5-10mm' 


J -415445—N.. ; 
mm 


o 
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L3 Exemplul 1.5: Pentru stâlpul din figura 1.24 să se determine locul geometric al 
polilor în care poate acționa forța P astfel încât toată secțiunea să fie comprimată. 


Figura 1.24 


Rezolvare: 


Locul geometric al polilor în care poate acţiona forța axială P astfel încât 
tensiunile normale să aibă acelaşi semn pe toată secțiunea, este sâmburele central. 
Pentru determinarea acestuia se va construi LSC (limita sâmburelui central), care 
reprezintă mulțimea polilor pentru care axa neutră este tangentă la secțiune. 

Se determină mai întâi caracteristicile geometrice ale secțiunii 

- aria: A = 20-2+ 50-1 = 90cm 
- poziția centrului de greutate al secțiunii în raport cu fibra superioară 
(figura 1.25): za — = 15,44cm 
- momentele de inerție axiale: 
= 20-2° 
+ 12 
2-20 50.P 
|, =———+—— 
12 12 
- razele de inerție (giratie): 


[ [25452,22 
| 2. ———— -1682cm ; 
* A 90 £ 
i, = |> s 12912 -385cm . 
A 90 


1-50 


| + 2021444? кн -50.11,56? = 25.45222cm" ; 


= 1,337,5cm* . 


y; 10 = 148cm , 
punctului 2°): y 
—16,82? 
Z, = = 
oo 


Rezultà polul A, (1,48; 0). 

Bă, Se aplică următoarea teoremă: atunci când axa neutră s 
punct, polul se deplasează pe o dreaptă. 

Se obține astfel segmentul A,A, care reprezintă o latură a 
6°. Datorită simetriei secțiunii față de аха Oz, LSC va rezulta; 
Astfel, la rotirea axei neutre în jurul punctului C' (simetric cu C) se 
0) simetric cu А, . 

În continuare se repetă paşii 3°- 6°. 

Pentru (n, —n,) se obțin tăieturile: 


ys, = —7,45em ; 
Za, = 3919cm . 
si polul A,, de coordonate: 
385! 
=——— = 199cm ; 

$5 77 245 

21 2 
=- 1042. —7,22cm ; 
3919 


precum si simetricul sáu А, . 
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Rotind axa neutră în jurul punctului | se ajunge în poziţia (n, —n,) cu tăieturile 
Уз.» 
Za, = +35,56cm ; 


şi polul A, de coordonate 


3,85 
ye =0 3 
со 
m. 22 
E a 71582. josom 
35,56 


LSC este reprezentat de poligonul А,А,А,А,А;А,. Pentru са axa neutră să nu 


taie secțiunea, rezultând numai compresiuni, este necesar ca forța axială P să acționeze 
în interiorul acestui poligon. 


15,44 cm 


35,56 cm 


Figura 1.25 
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1.2.2 ÎNCOVOIERE DREAPTĂ CU EFORT AXIAL 


În acest caz, în secțiunea curentă a barei există două eforturi nenule: efortul axial 
(Nx) şi o componentă a momentului încovoietor, situată pe una din axele principale ale 
secțiunii (М; sau Mz). 

Faptul cá momentul încovoietor acționează după o axă principală este o 
consecință a faptului că forțele exterioare date sunt toate cuprinse într-unul din planele 
principale — fie în (xOz) şi atunci se obține componenta Му, fie în (хОу), ceea ce 
conduce la obținerea componentei M; . 

În cele ce urmează, vom considera cazul în care forțele exterioare acționează în 
planul (xOz); ca urmare, pe secțiunea curentă acţionează efortul axial N, şi momentul 
încovoietor My. În cazul în care planul de acțiune al forțelor este (хОу), în relațiile de 


calcul ce vor fi prezentate în continuare, se înlocuiesc mărimile corespunzătoare ence 
incovoierii pe axa Oy cu cele corespunzátoare celei de pe axa Oz. 
My — Mz = 
ly => А 


Wy — W, eic. 


Figura 1.26 


Toate relaţiile prezentate în paragraful 1.2.1 pentru cazul incovoierii oblice cu 
efort axia! se pot particulariza cu uşurinţă, ținând cont că M, = 0. Ca urmare, obținem: 
- Coordonatele polului A: 


do Mg = 
N, 
| 
z = =e 


* (1.19) 
Deci, polul A este situat pe axa Oz, la distanța e, numită si excentricitate. 


- Есшаба tensiunilor normale 


N, M, N, | Ze J 
W; SPD Sr | 1 + —= Z 
sa ES У (1.20) 
- Ecuatia axei neutre (п-п) 
1+ x -Z=0 
у (1.21) 


sadar, аха neutră (п-п) este o dreaptă paralelă cu vectorul moment incovoietor 
“= аха normală pe acesta, Oz, în punctul de coordonată: 
2 а = (1.22) 
Dwegramele tensiunilor normale simple si totale pentru cazul compresiunii 
ce sunt prezentate în figura 1.27. 
Condițiile de rezistență au aceeaşi formă ca si în cazul încovoierii oblice cu efort 


= 
- în cazul materialelor cu R, + R. 
Сула SR, , (dacác, >0) 
р ‚ (dacă o, mn < 0) NOR) 
- in cazul materialelor având R, =R, = К (rezistență egală la întindere si 
zmesesiune) 


Pila SR (1.24) 
O particularizare foarte utilă a ecuației tensiunilor se întâlneşte in cazul 
mecsSunilor dreptunghiulare masive (pline). În acest caz, ținând cont de poziția LSC 
= Sâmburelui Central) pe secțiune, valoarea maximă şi, respectiv, cea minimă a 
unii pot fi scrise sub forma: 


N 6. lel 
a= 411 — s 
ан T сү | t= J (1.25) 


№, 
N, 
b = dimensiunea sectiunii paralelá cu axa momentului; 
h = dimensiunea sectiunii normalà pe axa momentului. 


Ecuatia (1.25) se aplică materialelor care preiau întinderi şi sunt posibile trei situații 
dsöncte: 


== e; (1.26) 


a) lel « s, caz in care polul ,A“ este situat in interiorul samburelui central, ceea ce 


implică faptul că axa neutră (п-п) nu taie secțiunea şi tensiunile extreme (o, şi 


| Smin ) Vor fi de acelaşi semn; 
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Figura 1.27 


b) lel - e, adică polul „A“ se află exact la limita sâmburelui central; în acest caz 


axa neutră (п-п) este tangentă la secțiune şi una din tensiunile extreme (с,„„ — in 
cazul in care N, este de compresiune, respectiv Sma, — їп cazul in care N, este 
de întindere) este nulă; 

c) le > R, adică polul „A“ este situat în afara domeniului sâmburelui central, ceea 
ce implică faptul că axa neutră (п-п) taie secțiunea, tensiunile extreme (o, şi 
max ) având semne contrare. 

Observaţie: În cazul materialelor care nu preiau întinderi (de exemplu, terenuri de 


fundare, betoane de clasă inferioară, zidării şi altele pentru care R, = 0) ecuația (1.25) 


se aplică doar în situațiile în care [еј 2 deci forta actioneazá in limitele sámburelui 
central (cazurile a si b). 
Dacá forta de compresiune actioneazá cu o excentricitate lel > ñ (este amplasatà 


in afara limitelor samburelui central) are loc o redistribuire a tensiunilor normale pe zona 
activă a secțiunii (figura 1.28). Înălțimea activă a secțiunii este: 

a-3.c, (1.27) 
unde s-a notat 


с= 1-е i (1.28) 
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Figura 1.28 


Evident că în acest caz putem vorbi numai de compresiune, valorile extreme ale 
tensiunilor fiind: 


_2:N . (1.29) 

wa gpg 

Încovoierea dreaptă cu efort axial este un caz particular al încovoierii oblice cu 
&fort axial, prezentată în paragraful 1.2.1. În consecință, abordarea problemelor de 
verificare, dimensionare şi efort capabil se face în acelaşi mod. 

Verificarea la compresiune excentrică a sectiunilor dreptunghiulare masive 
{саге sunt frecvent utilizate în practica curentă) presupune următoarele etape de calcul: 
1*. Se stabilesc eforturile sectionale (N, si My) din secțiunea respectivă, obținute prin 
reducerea în centrul de greutate a efectelor forțelor exterioare date. 
2*. Se calculează excentricitatea şi se compară cu limita sâmburelui central: 


G 


3*. Se stabilesc valorile extreme ale tensiunilor, ținând cont de tipul materialului şi de 
valoarea excentricitátii, după cum rezultă din tabelul de mai jos: 
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Tabelul 1.2 
Material care preia întinderi Material care nu preia întinderi 
(R, > 0) R, = 0) 


Indiferent de valoarea 
excentricitátii 


o - ——— — 


Observații: Observații: 
(1) Dacă: (1) Diagrama tensiunilor | (1) Diagrama tensiunilor 
+ T h бызаа nomala este reprezentată | normale este reprezentată 
6 in figura 1.29.b. în figura 1.29.c. 
tensiunilor normale este 
reprezentată în figura 1.29.a 


. || < e diagrama 


tensiunilor normale este 

reprezentată în figura 1.29.b 
(2) Condiţiile de rezistență se | (2) Condiţiia de rezistență | (2) Condiţia de rezistență 
exprimă astfel: se scrie astfel: se scrie astfel: 


. îi h „= O min = 3 
în cazul el « s: este | olus. = |9mul 2. N] <в 


N |, ву | 1 pie Re 
suficientă verificarea tensiunii = b-h f + zd €R, 


* în cazul el >. este 


necesară şi verificarea 
tensiunii normale de 
întindere: 
N 6-|el 
= —-|1-——— |< А 
ает" h | ; 


(3) Înălțimea zonei active 
este: 
a=3-c. 


ш а 


Omax 


Omax=0 


Figura 1.29 


# EXEMPLE DE CALCUL 


£3 Exemplul 1.6: Pentru stâlpul metalic din figura 1.30, se cere: 

a) verificare in sectiunea (1-1) de la baza stálpului; 

b) verificare in sectiunea (2-2), sub talpa fundatiei de beton simplu; 

c) trasarea diagramelor tensiunilor normale (c, ) în secțiunile (1-1) şi (2-2). 
Se dau: 


Р, = 300kN ; 
Р, =200kN ; 
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12 mm 390 mm 


(77ZZA 


Figura 1.30 


Rezolvare 


a) Verificare în sectiunea (1 — 1) 
1°. Ţinând cont de regulile de semne prezentate în paragraful anterior, se stabilesc 


eforturile din secțiunea (1-1): 

N, = —300 — 200 = —500kN ; 

2 

M, - 15.7. 200.0195 8'kNm . 

2°. Se calculează excentricitatea: 
lej = 81-10*Nmm 
500-10*N 

3*.  Sestabilesc caracteristicile geometrice ale secțiunii transversale a stâlpului: 


=162mm . 


A-274.39-25.35-1936cm* ; 


274.39? 25.35? 
|, =———— ———— 246.122, "5 
v 12 12 13cm 


w = 46.12213 _2 265 240m5 
Y 19,5 Te: ; 


Se verifică îndeplinirea condiției de rezistență; deoarece nu este cazul unei 
dreptunghiulare masive (pline), aceasta se scrie sub forma generală: 


N, M 
lol. =š A tw, sR 
500-10*N 81.10%Nmm 
M sec phe sa a 
"= ^19360-10/ mm ` 2.36524-10'mm 
- 6007 —L Н 
mm 


Rezultà cà sectiunea (1-1) verificà. 


m Verificare în secțiunea (2 — 2) 


În această secțiune se verifică dacă tensiunile normale transmise de către talpa 
"»<atției pot fi preluate de către terenul de fundare. 
Т Se stabilesc eforturile din această secțiune: 
N, = -500 - (1,2 - 0,9 -0,6)-25 = -516,2kNž; 
D =15.4.2,6 -200 -0,195 = 117kNm . 


r Se calculează excentricitatea: 
тшщ раша 22666mm . 
516,2-10"N 
= Întrucât este vorba de un material care nu preia întinderi, se compară 


escentricitatea cu valoarea п = 1200 = 200mm, care reprezintă limita sâmburelui 


central. Rezultă lel >й, fapt pentru care se adoptà pentru calculul tensiunilor relatiile 


1.29). Se lucreazà cu: 
P le = 1290 -226,66 = 373,34mm ; 
a = 3-c = 3- 373,34 = 1.120,02тт ; 


g Valorile extreme ale tensiunilor normale sunt: 


Onax =0 ; 

в s 2N , 2 - (- 8182) - 1 mm 0 №. 

m ë 3.b-c 3. 900 тт · 37334mm ' mm 
102 . 107? kN kN kN 


= EET = Apo? >р, = "EC 


Rezultá cá sectiunea (2-2) nu verificá (se depáseste capacitatea portantá a 
terenului, numită şi presiune admisibilă pe teren). 
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c) Trasarea diagramelor tensiunilor normale (o) în secțiunile (1-1) şi (2-2 
Ținând cont de semnele eforturilor obținute, de poziția axelor sistemelor de 
referință şi de convenția de semne pentru eforturi, avem: 
* Secţiunea (1-1) 


@ + @ 


277 
| [N/mm] 
A бел 
09) 
25,83 i: 
Figura 1.31 
= —162mm 
be un lt. = 15,43cm =1543mm 
193,6 
z,=-—= LER = 146.97mm 

z,  -162 

Valorile din diagrame sunt: 
- á 3 
-—300.10N | jy N 
-în с^ 193,6 - 10" mm 
81-10% N-mm N 
3 Ma 
-în o" 2 365,24 -10° mm 
O max = 25,83 + 34,25 = +8,42 а : 

-în сю“: mm 

= N 

= z 

* Sectiunea (2-2) 


@+ @ 


Figura 1.32 
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Valorile din diagrame sunt: 


3 
к. -5162-10°М — og М 
900.1.200 mm? тт? 
М, 417 .10°)-6 N-mm N 
-in9x : (LETS) Дш. d 
900 · 12002 mm? mm? 
max m 
- in ga mm 
O mn 7-102 N = 
mm 


© Exemplul 1.7: Un zid de sprijin din beton simplu este aşezat ре o fundație din 
acelasi material şi este supus împingerii pământului a cărei variaţie se consideră liniară, 
2. =10kN/m? si p, = 30kN/m°, (Fig.1.33,a). 

a) Să se verifice secțiunea de la baza zidului de sprijin, ştiind că greutatea 
specifică a betonului este y, = 22kN/m? si rezistentele de calcul ale acestuia 
sunt R, =05N/mm?, respectiv R. = 4,7N/mm? . Sá se reprezinte diagrama 
de variație a tensiunilor normale în secţiunea de la baza zidului. 

b) Să se verifice fundaţia zidului de sprijin ştiind că greutatea specifică a 
pământului este y, = 18kN/m? şi presiunea admisibilă pe terenul de fundare 


este р, = 05N/mm^* . Să se reprezinte apoi variaţia tensiunilor normale pe 


talpa fundaţiei. 


Rezolvare 
Pentru elementele cu lungime mare şi stare de eforturi omogenă, se va calcula 
un tronson de lungime b = 1m. 
a) Verificarea secțiunii la baza zidului de sprijin (secțiunea 1-1) 
1. Se evaluează mai întâi forțele gravitaționale (greutatea proprie a zidului ) şi 
punctele de aplicaţie ale acestora (Fig. 1.33,a) 
G, =0,4 -3-1-22 = 26,4kN 


G, =208-3.1.22=264kN. 


Se determină eforturile în centrul de greutate al secțiunii 1-1 (Fig. 1.33,b) 
N, =G, +G, +P = 26,4 + 26,4 +30 -1= 82,8kN (compresiune) 
20-3 
2 


М, = 26,4 -0,4 - 30 .0,4 + 26,4 -0,067 +10 3 -1,5+ -1=54,21kN. 


„PP, 
EE 03 


Figura 1.33 
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2. Se calculează excentricitatea si se compară cu limita sâmburelui central (h, /6 ): 


Deoarece excentricitatea este mai mare decât limita sâmburelui central, axa 
neutră va tăia secțiune, producându-se astfel tensiuni normale de întindere si 
compresiune . 
3°.  Sectiunea poate prelua întinderi (R, +0), deci tensiunile extreme se calculează 
cu relația (1.25): 

N, 6e -828.10° 6-0,654 
1 — |=—— mx lË h 1+ ———— |=-—-0,069.(1+ 3,273). 
[ h, J 12-10? -10° 12 
Rezultă : 
Ga = 0,157 N/MM? <В,  05N/mm* 
Gaia *-02295N/mm*; |6] „ < К, = 4,7 N/mm ° , 
deci secțiunea de la baza zidului verifică condiţiile de rezistență. 
Diagrama tensiunilor normale este reprezentată în figura 1.33,b. 
Axa neutră este definită de tăietura: 


:2 

i |, /A , 
DOE ЧӨН: LEN PTT UA 

Zo e 12e, 


min 


b) Verificarea fundatiei (sectiunea 2-2) 


1.  Seevalueazá forțele gravitaționale (figura 1.33,a) 
- greutatea proprie a fundatiei: 
G, = 2,1-0,8 -1-22 = 36,968kN . 
- greutatea proprie a masivului de pământ care descarcă pe fundație: 
G, = 0,3:3:1:22 = 19,8kN . 
Se determină eforturile în centrul de greutate al fundației O, (figura 1.33,c) 
№, =N, +G, +G, = 82,8 + 36,96 +19,8 = 139,56kN , 


М, = -(19,8 -0,9 +26,4 -0,55 +30.0,55 + 26,4.0,083)+10-3.23+ 


= 7196kNm 
2° бе calculează excentricitatea si limita sâmburelui central : 


20.3 
.18 = 
2 1, 
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h; 
6 
extreme vor avea semne diferite. Terenul de fundare însă nu preia întinderi, in 
consecință are loc redistribuirea tensiunilor normale pe talpa de fundare. Presiunea 
maximă se calculează cu relația (1.29) 
2N, 2-13956.10? 
Fea. = 3bc = 3-105-535 
c -"2 e, = 220 0515 = 0,535m. 
4”, Înălţimea zonei active este: 
a = Зс = 1,605m 
Diagrama tensiunilor normale totale este reprezentată în figura 1.33,c. 


3". Deoarece e, = 0,512» — = 0,35, axa neutră taie secțiunea şi tensiunile normale 


= 0174N/mm? < p, = 0,2N/mm? 


СА Exemplul 1.8: Fundația excentrică a unui stâlp din beton armat are forma si 
dimensiunile din figura 1.34. Eforturile în sectiunea de la baza stâlpului sunt: 


№, = 200kN 
Т, = 100kN 
M, =150kN 


şi greutatea specifică a betonului este y, = 24 kN/m* . 

a) Să se stabilească poziția stâlpului pe fundaţie (distanța x, de la marginea 
fundaţiei la muchia stâlpului) astfel încât pe talpa fundației să nu apară tensiuni 
normale de întindere. 

b) Să se verifice fundaţia şi să se traseze diagrama tensiunilor normale la baza ei 
ştiind cá р, = 0,220N/mm? . 


Rezolvare 


Condiţia care se impune este ca excentricitatea să fie în limitele sâmburelui 
central, adică 
h 
e|< — (* 
ва (e) 


1*, Se determină eforturile în centrul de greutate al fundației; se notează cu x 
distanța dintre axele normale în secțiunea de la baza stâlpului respectiv a fundației: 
N, =N, +G, = 200+ 24.12-15.24 = 303,58kN 


M, =150+100:15 – 200х = (3800— 200x Nm. 


мв h/6 


E Lu mds 


C) 0,2096 
N/mm? 


Figura 1.34 


2°  Seimpune condiţia (*) 
e Mh a 3002008 g 24 qa 


Rezultă ecuația 
300 — 200x <04 
303,68 
de unde rezultă 
x > 0,892m. 


3°.  Sealege х = 0,9т. Rezultă distanţa de la marginea fundației la muchia stâlpului: 
x, = 1,20 - (09 +0,2) = Олт. 
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b) Trasarea diagramei tensiunilor normale pe talpa fundației 


T.  Secalculeazá eforturile din secţiune: 
N, = 303,58kN 
M, = 300- 200 -0,9 = 120kNm 
2”,  Secalculeazá excentricitatea si se compară cu limita sàmburelui central: 


120 h 
е=——— = 0,395т < = = 0,4 
034886 ос Т 
Axa neutră fiind situată în afara secțiunii, vor apare numai tensiuni normale de 


compresiune. 
3° Tensiunile extreme se calculează cu relația (1.25) 


PA — 303,68 .10° | " 6-0,395 
S^ 24.12.10 24 
Rezultá lol... = lo], =|-0,2096|N/mm? <р, = 0.220N/mm* 
si Grax = -00013N/mm? = 0 
Deci fundaţia are toată talpa activă şi verifică condiția de rezistenţă. 


J = -01054- (1+ 3,273) 


0 Exemplul 1.9: Pentru stâlpul din figura 1.35, cunoscând y, = 24kN/m*, se cere: 


a) determinarea dimensiunii ,L“ a fundaţiei, astfel ca în secţiunea (2-2) toată 
secțiunea să fie activă şi să nu se depăşească presiunea admisibilă pe teren 


p, = 225kN/m*; 
b) verificarea secțiunii (1-1) (la baza stâlpului metalic) cu R = 210N/mm? ; 
с) trasarea diagramelor de tensiuni normale (Ox ) în secţiunile (1-1) şi (2-2). 


Figura 1.35 


и Dimensionarea fundației 


7 Se stabilesc eforturile în secțiunea (2-2), de la baza fundaţiei: 
N --90-150-(L.1.0,6).24- -240 —14,4-L [kN]; 


м? =90.0,266 + (10:4)-2,6 = 127,94 [kNm]. 
P Excentricitatea este: 
M??| ^ 42794 


kx NP 240-1441. Im] 


(2-2) 


z Pentru ca toatà sectiunea sà fie activá, impunem conditia e, = 


Observaţie: h reprezintă dimensiunea secțiunii perpendiculară ре аха 
^omentului, în exemplu L; obținem astfel: 


12794 — L 
240 + 14,4-L 6 
5 Se obține ecuația: 14,4- L” +240 -L - 767,64 = 0 
-240 -319,0863 
3 i ri = —————— = = i 1 
хапа soluțiile L, 2444 19,41m 
TM -240 +319,0863 — 4275m. 
2-144 
Convine numai soluţia pozitivă. 
*.  AlegemL = 2,75m şi obținem: 
- eforturile: 
NE=? = —279,6KN; 
М?) = 127 94kNm. 
- excentricitatea: 
. 8 - 
АР 127.94 -10 N:mm _ 457 semm 
279,6.10*N 
= 2 отт = 458 33тт 


Rezultă că toată secțiunea tălpii fundaţiei este activă, iar tensiunile extreme sunt: 


279,6-10?N 6-457,58mm N 
P ТИЕ a s A W p = — 87.00 * —— 20 
Pme = ^1.000mm-2.750mm | 2.750mm J k mm: 
3 
в = 2798:10°М ( Я алкына dm. H 
1.000mm : 2.750mm 2.750mm mm? 
lol. = [O minl = 0,203 < P, = 0,225 N 


mm? mm? 
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Rezultă că dimensiunea aleasă L=2,75m este corespunzătoare, întrucât 
întreaga secțiune este activă (Oma <0) şi nu este depăşită presiunea admisibilă pe 


teren. 


b) Verificarea secţiunii de la baza stilpului 


1%. Se stabilesc eforturile în secţiunea (1-1), de Іа baza stâlpului metalic: 
М) = 90 —150 = -240kN; 
M? = 900,266 + (10.4). 2 =103,94kNm. 


2*. Se calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii transversale a stâlpului 


metalic: A =2:(25-16)+50-1=130cm2; 
. BQ? 
k =2. k (25 -16). 25р |. 50_ ..63.68493cm ; 
63.684,93cm* 
= ———————=2.3941 ЫЕ 
W, 266cm = 2.394,17cm 


3*.  Secalculeazá tensiunile extreme din secțiunea (1-1), cu relaţia (1.20): 
___240: 10*N _ 103,94 -10° N.mm 
"Uwe 130-102 тт2 2 39417 -10° mm? 
н Guma, = +2495N/mm? ; 
було = Pe 
s 


$i o|... = |с | = 61 iT 


Stâlpul verifică deci condiția de Bu 


c) Trasarea diagramelor tensiunilor normale (c, ) în secțiunile (1-1) si (2-2) 
* sectiunea (1-1) 


Figura 1.36 


3 
= .240.10N А 18,46 №Мттг ; 
130 - 10? тт? 
103,94 · 10° N-.mm _ 
2.394,17 - 10° mm? 


* sectiunea (2-2) 


(N) 


x 


43,41N/mm2 ; 


at] = 


@ 


Omin > 0.203 


i + 
- > Omax = 1,67 x 10 
Sm 
[ ia 


Figura 1.37 
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31m 


| 
-E 


Figura 1.38 


Rezolvare: 


a) Stabilirea sarcinii qcap 
1°. бе stabileşte efortul axial în centrul de greutate al secțiunii (1-1), stabilind 
greutățile aferente celor două părți ale zidului de sprijin: 

G, = (09.34-1)-23 = 6417КМ - pentru cea în formă de paralelipiped dreptunghic; 


G, -|[2 3118) 25] —4991kN — pentru cea în formă de prismă triunghiulară; 


(figura 1.38). 

Apoi, ținând cont de poziţiile celor două centre de greutate, de rezultantele forței 
p pe 1 ml şi — respectiv — ale lui а: si д pentru înălțimea de 3,1 m şi lungimea de 1m a 
zidului, se obțin eforturile aferente secțiunii (1-1): 


№) 2 -3.1—64417 —4991=-—117,08KN; 

(1-4) = .84. „31 wi == s)2:] 33-6. (2 = 

M 65-31) $ti. la 55).3, 5 (3-1) 2-07 
23 02), дәт. 22 - 2 -14)-(1609-a,., - 84) [kNm]. 
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2! тюше condiţia ca valoarea excentricitátii să corespundă interiorului sau 
elui central: 82 


=ezintă dimensiunea secțiunii normală la axa momentului (deci h = 2,3т ); 
_ 06-чы, - 1784) kNm _ 23m 


e 11708kN n 
11708-23 | 1704 
m=zultà: dui — mms = 3920kN/m . 
zarea sectiunii (2-2 


ж centrul de greutate al acestei secțiuni, acționează in plus greutatea proprie a 
= G, = (3,5-0,9 -1)- 2,3 = 7245kN 
Eforturile din secțiune sunt: 


NE- =N? +G, = 117,08 +72,45 = 189,53kN (compresiune); 


М“) =(55-34.-1)- Ë + o9) + 226 Ы al | F i, o9) k 


-6-9 (82 -07 2-4) = 149,57 kNm. 


7 Excentricitatea este: 
149,57kNm 


le] =— = 0,789m. 
183,53N 
Valoarea lui corespunzătoare limitei sâmburelui central este: 
* =0589m. 


Rezultà: le;| =0,789m > : =0,589т. 
7. Întrucâtterenul de fundare nu preia întinderi, tensiunile normale se calculează cu 
1] Omax = 0; 


s=latiile (1.29): 2.1 2-189,53-10*N 
PRE = 


к _____2-1895310№__ 0 2 
"773 5.c^ 31000mm.9e0gámm ^ 9 o N mm 


3 3.500 mm 


| unde РЕ a-e —789,16mm = 960,84mm. 


3°. Deoarece (сј, -|o,,,| - 0,132 N/mm* <р, = 200kN/m* , 


putem afirma cá terenul preia presiunile transmise de cátre talpa fundatiei. 
Înălțimea zonei active din secțiunea (2-2) este: 
a=3:c=3:960,84mm = 2.882,52тт = 2,88m. 
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1.3 ÎNCOVOIERE OBLICĂ 


Am definit în partea întâi a Rezistenței materialelor încovoierea simplă ca fiind 
acea solicitare în care vectorul moment din secțiunea curentă se suprapune peste una 
din axele principale centrale. În cazul când vectorul moment încovoietor nu se 
suprapune peste nici una dintre axele principale centrale ale secţiunii vom spune că 
încovoierea este oblică. 

În elementele de construcții, încovoierea oblică apare în următoarele două 
situații: 

a) Toate forțele exterioare acţionează în acelaşi plan, dar planul lor nu coincide cu 
niciunul din planele principale ale grinzii (xOz) sau (хОу). Prin urmare, vectorul 
moment încovoietor din secțiunea curentă nu este suprapus pe nici una dintre axele 
principale centrale ale secțiunii, fiind perpendicular pe planul forțelor şi are 
componente pe ambele axe principale (My si Mz). Acesta este cazul încovoierii 
oblice cu forte coplanare (figura 1.39,a). 

b) Fortele exterioare nu sunt coplanare, ele fiind cuprinse in planele principale si/sau in 
alte plane; prin urmare, vectorul moment incovoietor din secțiunea curentă nu este 
nici in acest caz suprapus pe niciuna din axele principale centrale ale sectiunii si — 
în general — în fiecare din secțiunile transversale ale grinzii există atât o 
componentă а momentului My cât şi o componentă M;. Acesta este cazul 
încovoierii oblice cu forțe necoplanare (figura 1.39,b). 


а) b) 
Figura 1.39 


1.3.1 INCOVOIERE OBLICĂ CU FORȚE COPLANARE 


În cazul acestei solicitări, vectorul moment încovoietor va păstra aceeaşi direcţie, 
normală la planul înclinat al forțelor, pentru toate secțiunile transversale ale grinzii (figura 
1.40). Momentul încovoietor total se poate descompune în componente după cele două 
axe principale: 


М, = M:sina (1-30) 


În urma aplicării suprapunerii de efecte, posibilă în ipoteza că rămânem în 
domeniul elastic şi al deformatiilor şi deplasărilor mici, se obține ecuația tensiunilor 
normale din secțiunea curentă: 


м = М:соѕа 


M 
o. (yz) = ze asy (1.31) 
y z 
Prin înlocuirea relațiilor (1.30) in (1.31), ecuaţia tensiunilor normale totale poate fi 


scrisă sub forma: 


аем |99 аф т es v) (1.32) 
y z 
Se remarcă faptul că fiecare dintre relațiile (1.31) si (1.32) reprezintă ecuația unui 


plan. 


Figura 1.40 


Axa neutră se defineşte ca fiind /ocul geometric al punctelor de pe secțiune în 
care tensiunile normale sunt nule. Prin egalarea cu zero a expresiei (1.32), se obține 
ecuația axei neutre, notată (п-п): 

amd (1.33) 
y z 

Se observă faptul că ecuația (1.33) reprezintă ecuaţia unei drepte. De asemenea, 
se observă că axa neutră; 

(1) trece prin originea sistemului de coordonate yOz (centrul de greutate al secțiunii); 
(2) tangenta unghiului B de înclinare a axei neutre (n-n) cu axa Oy este dat de : 


| | 
tgp = 21до (1.34) 


z 


relatie care permite precizarea pozitiei axei neutre in sectiune (fig. 1.41). 
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Figura 1.41 


Observaţie: În cazul general В = a, adică axa neutră nu este perpendiculară pe 
planul de acţiune al momentului încovoietor. Dacă 
l >l, = В>а 
$i „<= => Ben: 
Dacá l, =1, 
Condiţiile de rezistență la încovoiere oblică sunt: 
a) pentru un material cu rezistențe egale la întindere si compresiune 
(R, = Re = R) cum este -de exemplu- oţelul 
bl... <Б, (1.35) 


= В = а, caz in care incovoierea barei este simplă. 


unde |o]... = max(s,....|o..]), reprezintă valoarea absolută extremă a tensiunii normale. 


b) în cazul unui material cu rezistenţe de calcul la întindere (R:) diferită de cea la 
compresiune (R.), cum este -de exemplu- betonul, condiţiile de rezistență devin 


Oma SR 

| sr ti (1.36) 
Omn S R. 

unde tensiunea maximă (стах) este pozitivă, reprezentând o întindere iar cea minimă 

(Omin) este negativă, fiind o compresiune; fiecare tensiune trebuie comparată cu 


rezistența corespunzătoare. 


Exemple de verificare a condițiilor de rezistență: 
. Pentru o secţiune de otel (având R. = К, = R = 210N/mm? ), s-a obținut: 
Omin = -202,67 N/mm*; 
= = 17583N/mm?. 
Se verifică inegalitatea 
kill... = max(s,..,.lo,,.|)| = 20267 N/MM? <В = 210N/mm? . 
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. Pentru o secţiune din beton având К, =125N/mm2 si В, = 15N/mm?s-a 


s 2. 
obținut Smin = -10,24N/mm* ; 
Omax = 102N/mm?. 
= 102N/mm? < R, =15N/mm?; 
Se verifică: Ота / TUE /mm е 
[| = 10;24N/mm? < R, = 125М/тт?° 


Sectiuni inscriptibile їп dreptunghi 


În acest caz particular valorile extreme Smax SÍ Smin ale tensiunii normale sunt 
egale, au semne contrare şi apar în două colțuri opuse ale dreptunghiului (figura 1.42). 
Tensiunile normale extreme se pot scrie 


O mn zd (1.37) 


Figura 1.42 


Pentru un material cu rezistențe egale la întindere şi compresiune, R, =R, =R, 


este suficientă verificarea valorii absolute a tensiunilor normale extreme în secțiunea 
maximă solicitată; condiția de rezistență se poate pune sub forma: 


г. | cosa sine 
logra 7 ML Ë + Jen. (1.38) 


z 
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Tipuri de probleme la incovoierea oblică cu forte coplanare 


Pentru formularea celor trei tipuri de probleme (verificare, dimensionare şi efort 
capabil), se vor face referiri la desenul generic de mai jos: 


Figura 1.43 


|. Verificare 


* Date: - grinda: -forma şi dimensiunile secțiunii transversale 
- rezemările 
- incárcárile (Pi , qi , Мо) 
- distantele (a; b; c ...) 
- unghiul a al planului forțelor 
- rezistența de calcul R; pentru oţelul de construcții (OL 37), R = 210 N/mm? 
* Necunoscute — dacă grinda rezistă (verifică condiţiile de rezistență) sau nu. 
* Rezolvare: 
41°. Se trasează diagrama de momente M, în planul forțelor, făcând abstracție de 
faptul că planul forțelor este un plan înclinat. Trasarea se face prin suprapunerea 
diagramelor elementare sau, prin particularizarea prealabilă a reactiunilor şi trasarea 
diagramei de forță táietoare T, şi apoi a celei de moment total Ma. 
2*. Se extrage valoarea momentului incovoietor total extrem |Ma]max . 
3°. Зе calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii date: 


z, > |, E W, 

Ya = 1, — W, 
(coordonatele centrului (momentele (modulii de 
de greutate al sectiunii) de inertie axiale) rezistentà) 


4°. Se verifică condiţia de rezistenţă (1.38): 


cos sin 
ом [sss ite 


Observație: Dacă inegalitatea este îndeplinită, vom spune că grinda verifică 
(rezistă), iar în caz contrar, că ea nu verifică (nu rezistă). 
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II. Dimensionare 


* Date: -grinda: -forma secțiunii transversale (NU si dimensiunile)* 
- rezemările 
- incárcárile (Pi , qi , Мо ) şi poziţiile acestora (a; b; с...) 
- unghiul a făcut de planul forțelor cu axa Oz a secțiunii 
- rezistența de calcul a materialului (R) 
+ Necunoscute — dimensiunile secțiunii transversale (b şi h pentru secțiunea 
dreptunghiulară; respectiv simbolul profilului laminat „|“ sau ,U") 
*) în mod obişnuit, este vorba despre o secţiune dreptunghiulară, cu raportul 


Ë= k dat, sau despre profile laminate „l“ sau „U“. 
* Rezolvare: 
1*5. бе trasează diagrama de momente M, în planul forțelor (cu aceleaşi observații 
ca şi la problemele de verificare). 
2”. Se extrage valoarea M,|., . 


Observație: Condiţia de rezistență (1.38) se mai poate scrie şi sub forma: 


M 
Malm ү deme (i) ДЕ 


y 


unde =k este un coeficient de formă al secțiunii, el fiind egal cu: 


=15...20 pentru dreptunghi 


7 pentru profil "U" 
„9 pentru profil "|" 


3. Se alege forma secțiunii şi coeficientul de formă k. Se dimensionează secţiunea: 
Mul, ` (Cos e + k - sin a) 

gr R 

#  Sealeg dimensiunile secțiunii: 


W 


.h? 
- pentru dreptunghi, din conditia W, — Р 2 b =k, W, = 
- pentru profile laminate, secțiunea se alege din tabelele ce prezintă sortimentul 


standardizat, astfel încât să avem W, > W nec- 


> W nec 


J. 
N 
[0] 
= 
w 


= Cu valorile efective ale Wy şi Wz, se verifică condiția de rezistență (1.38): 


cosa sino 
= (М. + <R. 
a = Mu (Ses = 


60 Rezistența materialelor II 


Dacă inegalitatea este îndeplinită, alegerea făcută este corectă; în caz contrar, se 
revine la punctul (4°), se modifică dimensiunile secțiunii şi apoi se parcurge din nou 
pasul (5°). 


III. Încărcare capabilă 


* Date: - grinda: -forma şi dimensiunile secțiunii transversale 
- rezemările 
- încărcările, cu exceptia uneia şi pozițiile acestora (a; b; c ...) 
- unghiul a al planului forțelor 
- rezistenţa de calcul R 
* Necunoscute — încărcarea neprecizată (Pea, / qcap / Мосар). 
* Rezolvare: 
1°. Se trasează diagramele de moment incovoietor M, i (= 1, п), їп planul fortelor, 
prin suprapunere de efecte; Í 
2°. бе identifică secțiunile periculoase, adică acele secțiuni în care, prin 
suprapunerea efectelor, s-ar putea obţine valoarea maximă absolută a momentului 
încovoietor total. Se plecă de la ideea că valoarea maximă a momentului încovoietor 
total poate să apară într-o secţiune în care cel puțin una din diagramele simple trasate la 
punctul 1* înregistrează un extrem. 

În aceste m secţiuni se evaluează prin însumare momentul încovoietor total, 
obținându-se aşadar m expresii. Dintre acestea, se vor păstra doar cele k conţinând 
necunoscuta(ele). Evident, avem k s m. 
3°.  Secalculeazá caracteristicile geometrice ale secţiunii date 


Zy -> 1, E W, 
Ys s А => W: 
4°. Din condiția de rezistență (1.38) scrisă la limită, se determină momentul 
încovoietor capabil al secțiunii date: 
R 


Muzee] = cos a | sina 
W. ` W, 


y 


5". Se egalează, pe rând, cele k expresii de la punctul 2°, scrise în valoare absolută 
Cu Ma, cap. Din rezolvarea acestora se obțin 2k valori pentru necunoscutele problemei. 
6°. Dintre toate valorile obținute se păstrează doar cele pozitive. 

Forța capabilă (Pcap, асар sau Mea; ) reprezintă minimul acestora. 


A 
1 
| 
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tot 


Trasarea diagramei tensiunilor normale (с, ° ) într-o secțiune curentă a unei 
inzi solicitate la încovoiere oblică cu forte coplanare 


Pentru trasarea acestei diagrame trebuie cunoscută valoarea şi semnul 

momentului încovoietor în secțiune. 
Paşii de parcurs sunt următorii: 
r Pe secțiunea transversală a grinzii, raportată la sistemul de axe principal central 
YOz) se reprezintă planul forțelor, după сит a fost indicat în problemă. 
7. бе stabileşte sensul momentului încovoietor de pe secțiune, ținând cont de 
=mătoarele reguli (figura 1.44) 

(a) vectorul moment încovoietor este întotdeauna normal pe planul forțelor; 

(b) momentul încovoietor este pozitiv atunci când produce întinderi în cadranul |, 

adică acolo unde ambele coordonate (y şi z) sunt pozitive. 


` 
zY vplanul forțelor 
` 


` 
` 


Figura 1.44 


Pentru cazul prezentat in figura 1.44, un moment pozitiv trebuie sà producà 
întinderi în colţul ,D" al secţiunii, situat în cadranul |. Se obține astfel sensul unghiului a 
pe care vectorul moment încovoietor (M) il face cu axa Oy. 


3. Se descompune momentul din secţiune M.) în componentele după axele 


principale: i =, чое 
M, =M, sino 

Ţinând cont de faptul că suntem în domeniul de valabilitate al formulei lui Navier 
axele Oy şi Oz fiind axe principale de inerție), se pot trasa diagramele tensiunilor 
normale din fiecare componentă, adică o” si o, precizând semnele şi valorile 
extreme. 

Spre exemplificare, se consideră cazul secțiunii prezentate în figura 1.44. Pentru 
M, < 0, rezultă diagramele din figura 1.45. 
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Figura 1.45 
4*, Pentru trasarea diagramei tensiunilor normale totale o'*, se determină mai întâi 
| 
unghiul de înclinare a axei neutre (B):  |tgp|= | gol 


Se trasează axa neutră (n-n), care trece prin originea sistemului de axe, în aşa fel 
încât unghiul ñ pe care îl face axa (n-n) cu axa Oy să fie măsurat în acelaşi cadran şi în 
acelaşi sens ca şi unghiul a. Se duc apoi paralelele la (п-п), trecând prin colţurile cele 
mai îndepărtate ale secțiunii. 
5°  Sereprezintá diagrama всу", în raport cu o linie de referință normală la axa neutră 
(n-n). Diagrama este liniară, având valori extreme în cele două colțuri ale secțiunii care 
sunt cele mai îndepărtate de axa neutră şi valoare nulă pe aceasta (figura 1.46). 


Figura 1.46 
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Valorile din diagrama с se obțin prin suprapunerea efectelor (însumarea 


=orilor) din cele două diagrame simple, corespunzătoare componentelor momentului 
"covoietor. Cele două valori extreme sunt 


[= = +(о, +с„) 
O min = -(, + с,) 


Valorile extreme se obțin în colțurile diagonal opuse ale dreptunghiului, notate cu 
М şi, respectiv, m. 


„ EXEMPLE DE CALCUL 


£3 Exemplul 1.11: Pana de acoperiş de secțiune dreptunghiulară reprezentată în figura 
*47, este confecţionată din lemn. Ştiind că rezistența de calcul a lemnului este 
= =15N/mm:, se cere: a) să se verifice pana; 
b) să se reprezinte apoi diagrama tensiunilor normale în 
secțiunea maxim solicitată; 
c) să se determine săgeata totală la jumătatea deschiderii 
panei, aplicând metoda grinzii fictive (conjugate). Se dá: 
E «10* N/mm' . 


P, 71kN Pj 1kN 


Figura 1.47 


Rezolvare 


a) Verificarea panei 
**. Se calculează reactiunile şi apoi se trasează diagramele de eforturi T, si M. în 


zianul forțelor (figura 1.48) 


2. 
3°. 


4°. 
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Pj = 1kN 


Figura 1.48 


Rezultă, |M, | a = 5,79kN-m 


q= 1,5 kN/m 


Se calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii dreptunghiulare: 


12:18 


|, = — — = 5.832cm* 
12 
3 

1, = 18-12. _ 2 592cm* 
: 2 

W, = = = 648cm' 
Y 2 

W, - m = 432cm° 


Se verifică condiţia de rezistenţă: 


COS о 
esL. = Malna (5s š 


cos 15? sin 15° 
648 - 10° mm? 


Deci pana de acoperiş verifică. 


[б] ш = 5,7910" { 


432 -10° mm? 


sin o 
< 
We «n 


z 


)- 1210N/mm? «R = 13N/mm?. 
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b) Trasarea diagramei tensiunilor normale o, în secțiunea maxim solicitată 
1. În secţiunea maxim solicitată M, = +5.79КМ -m 


» ad 


2. Poziția axei neutre este dată de: 
5.832 


tgp = ———- tgíl15*) = 0,6028857 = 31°05'. 
gh = 5222400157) -> B =31°%05 


Diagramele tensiunilor normale din compomenetele momentului incovoietor dupà 
axe si diagrama tensiunilor normale totale sunt reprezentate în figura 1.49. 


Figura 1.49 


Valorile tensiunilor normale sunt: 


6 ° 
o^ _ 979-10" -cos15 = 863N/mm' ; 
648 .10° 
LI Ce i o 
o^ _ 979-10 3 =347N/mmš; 
432.10 


Omax = |O mn| = 8,63 + 347 = 1210N/mm? . 


29 Săgeata totală la jumătatea deschiderii panei 

Se aplică metoda grinzii fictive. 
* Se calculează momentul fictiv total (în planul forțelor) în secțiunea C, de la 
xátatea deschiderii panei. 

* Diagramele de moment simple sunt reprezentate in figura 1.50,a; 

* Grinda fictivă, obținută prin înlocuirea reazemelor reale cu cele fictive 
=respunzătoare, este reprezentată în figura 1.50,b; 
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re 
Ped 
A 


ST 


Figura 1.50 


* Din încărcarea grinzii fictive cu diagrama М; se obține (figura 1.51,a): 
R, =2-675.3 = 13,5kN - m* 
V, = VV RR, 


MP = V, .3-R,- $3- 135. ТЭ = 253N.-m°. 


Din încărcarea grinzii fictive cu digrama М» rezultă p 1.51,b): 
R,-7.3.6- 9kN-m' 
УМ, =0=6.V, -2.R; =0 >V; ali, = 3kN-m? 
> M, =0=6.V, -4-R, =0=V, -2.R, = 6kN.m* 
R, = 2153 =225kN-m° 


MË = _V, .3+R,.1=-3.3+225.1=-675kN.mš°. 
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A 
Q 


<Ü 
a 
HHA 


Va 
c) 


© 1,125 0.75 
NAN LL # SANN 
| 1,5 © T 
"Bou oe Sapi: e 
' TOMIR ALT 
d) © 
У, 


Figura 1.51 
* Din încărcarea grinzii fictive cu diagrama Мз se obține (figura 1.51 ,с): 
R, =2.2-6=6N:m? 


Va =R, =2kN-m° 


V, = 3-R ARN m 


R, =Z 1:3=15KN-m 
MP) = V, -3+R,-1=-2-3+15-1=—4,5kN -m*. 

* Din încărcarea grinzii fictive cu ultima digramá, M,, rezultă (figura 1.51,d): 
R;= ; 4125-15 = 0.84kN m? 


YM,-2026.V4 -3:R,-1:R,=0 = V, =1406kN-m? 
УМ, =0=6:V, -5-R, -3-.R, -0 = V, =1965kN-m? 


R, =Z 075-3=1425kN-m° 


M) 2 3. V, -3-1-R, =3-1405 — 1125 = 309kN -m*. 
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* Momentul fictiv total în secţiunea C rezultă: 
4 Я 
M, = >, MU, = 25,31- 6,75 — 4,5 + 3,09 = 17 15kN m°. 
i=1 


2°; Se determină componentele momentului fictiv în cele două plane principale: 
(хОу): M, = Mag созо - 17,15. cos(- 15 —16,57kN m*; 
(xOz): М, =M, -ѕіпо = 1715.sin(- 15P = —444kN  m*. 
3'.  Sedeterminá componenta ságetii după cele două axe principale: 
12 
s 10% : pam oHm 
M 16,57 -10° 
(Oz): М. = EL p up 55mm: 
Observație: Săgeata are direcție perpendiculară pe vectorul de moment 
încovoietor. 
4^, Săgeata totală este (figura 1.52): 


fes JN + W2 =417,13? +28,4? = 3317mm 
Direcția după care se produce săgeata totală este definită prin: 


Ve 1713 
tgp=-& =L 206029 = p=31%05, 
9? = уу 2841 * 


adică o = В. Rezultă deci că săgeata este normală pe axa neutră (figura 1.52). 


(Оу): У, = 


Figura 1.52 


Ш Exemplul 1.12: Pentru рапа de acoperiş reprezentată în figura 1.53, se cere: 


a) să se dimensioneze din profil laminat |, cu R = 210N/mm?; 


b) să se traseze diagrama tensiunilor normale totale o” în reazemul „B“. 


P= 40 kN 


Mg = 70 kN-m 


Figura 1.53 
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Rezolvare 


2) Dimensionarea grinzii 
*.  Setraseazá diagramele de eforturi T, şi M. în planul forțelor (figura 1.54). 


7. Se extrage momentul încovoietor extrem: M,| | = 71,4*N-m. 
zT Se alege coeficientul de formá al sectiunii k = 7 si rezultá: 
М, |, - (cos a + k -sin а) 
w z Sie Hem = 
у.пес R 
__714:10*N:mm.(cos17*+ 7- sin 179). 
210 N/mm? 
= 1.021. 105mm? = 1.021cm*. 


P = 40 КМ 


Figura 1.54 


r Din tabelele cu sortimente de profile laminate | standardizate, se alege profilul 
“©, având caracteristicile: 

1, =19.610cm* W, =1.090ст? 

r = 818cm* ү =114ст? . 
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5^. Си aceste valori, tensiunea maximă efectivă va fi: 

cos 17* sin 17* 
-——— t ll 
1.090-10°mm?  114.10?mm? 
= 245,76N/mm2 > R = 210М/тт?. 


=714-10°-( 


|с, [= 


Prin urmare, profilul ales (136), nu este corespunzător. Revenind la tabele, se 
alege profilul mai mare, imediat următor, 140 având: 
|l, = 29.210cm* W, =1 .490cm* 
t -1.160cm* e -149cm? . 
Cu aceste valori, avem: 
o i o 
ын 7 714-10 IC VUE € Vac J j 
| = 186,87 N/mm? <В =210N/mmš; 
deci pana se va confectiona din profil | 40. 


b) Trasarea diagramei tensiunilor normale c?" in reazemul В 
1.  Ínreazemul B valoarea momentului incovoietor este M, = —70kN-m. 


2°. Poziția axei neutre este dată de 


29.210 
98 = ^1 160 


Diagrama tensiunilor normale totale este reprezentată în figura 1.55. 


x tg17* = 7,6986148 —p-82?36'. 
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м, _ 70-10" -cos17* 
ý 1.460 -10° 
6 ei o 
M = 70-10" -sin17 = 137,36 N/mm/; 
149-10? 


O max = |9mn| = 45,85 137,36 = 183,21N/mm?. 


c = 4585N/mm^*; 


o 


= Exemplul 1.13: Pentru pana de acoperiş din figura 1.56, se cere: 
a) stabilirea valorii sarcinii capabile дгар; 


Н 


b) trasarea diagramei tensiunilor normale c?" în secţiunea maxim solicitată, 
pentru q = Ясар. 


P=2kN 


Figura 1.56 


zzolvare 


æ Stabilirea sarcinii capabile 
** бе trasează diagramele de moment încovoietor Mi din fiecare forță elementară, 


жапа în vedere aplicarea principiului suprapunerii efectelor (figura 1.57). 

T. бе identifică secțiunile în care ar putea să арага — prin suprapunerea efectelor — 
valoare extremă a momentului încovoietor. Se obțin astfel următoarele secţiuni în care 
zeli puţin o diagramă simplă are un extrem: 

(1) — pe reazemul simplu (stânga) 

(2) — în dreptul forței concentrate (P) 

(3) — la jumătatea deschiderii 

(4) — pe reazemul articulat (dreapta) 


e — 
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P=2kN 


1,1254 


ШЕ 


@ 


din forțele uniform distribuite 
de pe consola din stânga 


din forțele uniform distribuite 
de pe consola din dreapta 


din forțele uniform distribuite 
din deschidere 


din forța concentrată 


© eG © 


Figura 1.57 


Se calculează valorile momentelor corespunzătoare acestor secțiuni, prin 
însumarea valorilor din cele patru diagrame. 

În cazul diagramelor din forte distribuite pe console şi a celei din forța 
concentrată, vom folosi teorema fundamentală a asemănării; în cazul diagramei din forța 
distribuită pe deschidere, vom obține valoarea momentului dintr-o secțiune curentă după 
calcularea reactiunilor şi scrierii expresiei acestui efort în secțiunea respectivă (figura 


1.58): Мо) = S -x- (а.х). 


E í 4 
' 1 I 
@: 
М(х) 
gt 


Figura 1.58 
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În exemplul considerat ( # = 6m; x = 2m), avem: 
-6 2 
M(x)» 92.2 (q.2). 5 44. 
(х)= 727-2 (9:2): - 4a 


Prin suprapunere de efecte (insumare) obtinem: 


* sectiunea (1): M(1)= -1125.q [kN .m] 
* sectiunea (2): M(2)- 2875-q-- 267 [kN -m] 
* sectiunea (3): M(3)= 3,375-q+2 [kN -m] 
* sectiunea (4): M(4)= -1125-q [kN - m] 
3.  Secalculeazá caracteristicile geometrice ale secțiunii: 
3 3 
l, = 23.34 .20.30 = 30.332,67cm* 
12 12 
3 3 
aera дүнү om 
12 12 
4 
w, = 203326701 —1 78427cm^ 
17cm 
4 
W,= 14.47317ст = 1.25854cm° 
11,5cm 


# бе scrie condiția de rezistență — la limită — în cele patru secțiuni identificate mai 
sus, sub forma: 


g% 


cosa sina 
= А = =R 
мен зе. she) 


še unde rezultă: 
* în secțiunile (1) si (4): 


o i ° 
- 4125-q-10* . UE o D e 
mes 1.784,27 -10“mm”  1.258,54.10" mm 


ct? 


= 210N/mm* 
— q, = q, = 2367kN/m 
* în secțiunea (2): 


° * o 
= (2875 -q + 2,67)-10° - EN. LL PET „ЕГА 4 
1.784,27 .10*mm? — 1.258,54. 10? mm? 


(2) 


le: 


s 
= 210N/mm? 
— q, = 9170kN/m 
* în secţiunea (3): 


19* sin19* 
0| 2-2(3375.q42) 105. UA rm wl 
ее д. Er 1.258,54.10°тт° 


= 210N/mm? 
— q, = 78,31k N/m 
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5°. Adevărata valoare a încărcării capabile este valoarea simultan minimă şi pozitivă, 
deci 
Qa, = 78,31kN/m. 


b) Trasarea diagramei de tensiunilor normale o” în secțiunea maxim solicitată 
Pentru a obţine valoarea maximă reală a momentului încovoietor, se vor trasa 
diagramele de eforturi în planul forțelor Ta si М, considerând q= q.a = 78,31kN/m 


(figura 1.59). 


P -2kN 
| q- 78,31 kN/m 
1 1 V, = 353,73 kN 1 Vg = 353,06 kN 


Figura 1.59 


Rezultă Mma; = 266,30kN - m. 
Pentru reprezentarea diagramei с; este necesară stabilirea poziției axei neutre: 


| 30.332,67cm* 
— p . d , о = = x F 
юр) = pae iia to(19") = 07216371— В = 35°49 


Se va tine cont de cadranul prin care trec fortele P si q, de faptul cà vectorul 
moment trebuie să fie normal pe aceste forte si că, fiind pozitiv, trebuie să producă 
întinderi în cadranul ! (la coordonatele y şi z pozitive). 

Diagrama tensiunilor normale este reprezentată în figura 1.60. 


 — = инеу, 
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266,30х10%сов19° 
—— аА д.5. . ЕЕ a 
1784,27x10 7 141.12 


Figura 1.60 


1.3.2 INCOVOIERE OBLICĂ CU FORȚE NECOPLANARE 


După cum s-a arătat în paragraful introductiv, în acest caz, forțele exterioare nu 
sunt cuprinse toate într-un acelaşi plan, acționând fie în planele principale fie în alte 
жапе. Ca urmare, în acest caz, relațiile (1.30) îşi pierd valabilitatea si este necesar să se 
iucreze cu cele două componente ale momentului încovoietor din secțiunea curentă: 

- componenta M, (produsă de componentele forțelor din planul principal xOz) şi 

- componenta M; (produsă de componentele forțelor din planul principal xOy). 

Pentru studiul încovoierii oblice cu forte necoplanare, trebuie mai întâi 
Sescompuse toate forțele exterioare după cele două plane principale, xOz şi xOy, 
vasând apoi diagramele de moment corespunzătoare My, respectiv Mz. Aplicând apoi 
gancipiul suprapunerii efectelor, tensiunile normale în secțiunea curentă se vor scrie: 
M LM. 

ly 


у (1.39) 


х 
z 
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Ecuația axei neutre (п-п), ce trece şi in acest caz prin origine, va fi: 
M 
2+ ee y-o (1.40) 
z 


y 
Poziția axei neutre pe secţiune se stabileşte cu relația (1.34) 
tgp. = s -tga 
l, 
unde 
M 
ідо = —2. 
ga M 


y 

Observaţie: În cazul incovoierii oblice cu forte necoplanare nu se mai poate vorbi 
de un plan al forțelor, valoarea unghiului a fiind variabilă de la o secțiune la alta. 

Pentru secțiunile ce pot fi înscrise într-un dreptunghi (secțiuni curent întâlnite în 
aplicaţii), valorile maximă şi minimă ale tensiunilor normale apar în colțuri opuse ale 
dreptunghiului. 

Condiţiile de rezistență la încovoiere oblică cu forțe necoplanare: 

а) pentru un material având cu rezistențe diferite la întindere şi 
compresiune, R, +R., şi pentru care s-au obținut: 
Gmax > Ü 
ре <0 
condiţiile de rezistență se scriu: 
б SR, 
ez) SR, 


b) pentru un material având rezistențe egale la întindere si compresiune 
R, = К„, condiția de rezistență este 
|с <А 
unde |o,,,| reprezintă valoarea extremă а tensiunii normale si se 
determină ca fiind cea mai mare dintre o, si |с]. 


În general, componentele momentului încovoietor au extremele în secţiuni diferite 
(figura 1.61). În consecinţă, este necesar să se verifice două secțiuni: 


- secţiunea (1) unde avem valoarea absolută maximă a lui M, (м) şi MÜ), 


valoarea aferentă a componentei M, ; 


- secțiunea (2) unde avem valoarea absolută maximă a lui M, (м...) şi MO, 


valoarea aferentá a componentei M, ; 
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T. pna 


(1) (2) 


Figura 1.61 


Deci verificarea se va face cu perechile de eforturi: 
M. x MP si ee F MP 


() 
M... 7 MP M, = MP 


Modul de formulare si rezolvare a celor trei probleme ale Rezistentei 
materialelor (verificare, dimensionare si efort capabil) la incovoiere oblicá cu forte 
necoplanare sunt acelesi са şi în cazul încovoierii oblice cu forte coplanare. 

Acestea vor fi detaliate in continuare pentru o sectiune dublu simetricá si un 
material cu rezistențe egale la întindere si compresiune R, = К, =R. 


L. Verificare 


1. Зе descompun forțele exterioare date in planele principale (хОу) si respectiv 
IxOz). 
2^.  Setraseazá diagramele de moment incovoietor 
(M, ) din fortele din planul (xOz) 
P )din fortele din planul (хОу) 
Observaţie: Dacă este posibil, trasarea diagramelor de momente se va face prin 
suprapunerea unor diagrame elementare; în caz contrar, se trasează mai întâi 
diagramele de forță táietoare (T, si T,) apoi diagramele de momente corespunzătoare 


(M, şi respectiv M, ). 
3°. Зе identifică secţiunile periculoase (1), unde se produce М] şi respectiv (2), 
cu |M,|.... , formându-se apoi perechile de eforturi: 


(1) №, = М) (2) М, | 7" IMP 
ep la Nel 


IM. rece 
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4”.  Secalculeazá caracteristicile geometrice ale secţiunii transversale a grinzii 


A 25 l, — ul 
У, |, W, 


5°  Severificá condiția de rezistență în cele două secțiuni: 


бї], MI MI «R 
z 
р. = M| Mel <R 


z 


Dacă ambele inegalităţi sunt verificate, vom spune că bara verifică sau rezistă; 
dacă cel puţin una dintre condiţii nu este îndeplinită, vom spune că bara nu verifică sau 
nu rezistă. 


II. Dimensionare 
1*. Se descompun forțele exterioare (date) în planele principale (xOz) şi (хОу). 
2”.  Setraseazá diagramele de moment încovoietor M, si М,. 
3*.  Seidentifică secţiunile periculoase: 
(1) си M... 
(2) — си M,| .. 
Si se formeazá perechile de eforturi: 
ML-MI о ed 
Ms, М ML, = ME) 


4*. Din scrierea condiţiilor de rezistenţă în secţiunile (1) şi (2) la limită, considerând o 


(1) 


aferent 


Wwe? 


улес 


W (7 
valoare а coeficientului de formă al secțiunii К = w. , Se obtin douá valori | a 
z 


dintre care se va alege W, =max(W(), WE) 
Coeficientul k se alege în funcție de forma secţiunii: 


* secţiune dreptunghiulară: k = R =15...2 
* profile laminate: k=5-+ 
5°.  Sealeg dimensiunile secțiunii 


* secţiune dreptunghiulară: 


9 
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* profile laminate: din tabele, 
încât să avem Wyer 2 Wy nec - 


Se stabileşte şi valoarea W, , şi se verifică condițiile de rezistenţă în secțiunile 


Is (2) cu valorile Wer şi W, „г. 
Dacă cele două inegalităţi sunt îndeplinite, alegerea de la punctul 5° este 
unzătoare; dacă cel puţin una nu este îndeplinită, se revine Іа 5°, se aleg 


siuni mai mari şi se parcurge apoi pasul 6°, până la validarea dimensiunilor alese, 
incárcare capabilă 


Se extrag forțele exterioare date în planele principale (xOz) şi (xOy). 
(M, ) 


zii 


Se trasează diagramele | ca diagrame elementare (din fiecare incàrcare). 


Se identifica sectiunile in care — prin suprapunerea efectelor — s-ar obtine 
rea maximă a momentului incovoietor M, sau M, . În aceste secțiuni k, se formează 


serechile de eforturi li dintre care le vom păstra doar pe cele în care intervine, cel 
z 
gutin în una dintre componente, încărcarea capabilă necunoscută. 

=°  Secalculează caracteristicile geometrice ale secțiunii. 

* Din scrierea condiției de rezistenţă la limită (folosind toate combinațiile posibile 
sie semnelor termenilor din M, si M, ) în secţiunile de Іа punctul 3°, se obţin mai multe 
valori pentru încărcarea necunoscută. 

&' Adevărata încărcare capabilă este valoarea pozitivă şi minimă. 


Trasarea diagramei tensiunilor normale totale 

Trasarea diagramei de tensiuni normale (cf')se face în mod similar cazului 
încovoierii oblice cu forte coplanare, cu următoarele mențiuni: 
1°. Зе cunosc componentele momentului încovoietor total M, şi M, (considerate cu 


semnul şi valoarea lor din secțiunea indicată). 

2°  Unghiul „В“ făcut de axa neutră (п-п) cu аха Oy 
* se va măsura în acelaşi cadran si în acelaşi sens cu unghiul œ, ce ar 
corespunde momentului incovoietor total de pe sectiune 


M= JM; + М2 


si care are sensul inspre acesta; 
* va avea valoarea dată de 
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P4 COS a = 13,59 kN 


i (2) ! 
! | VA = 102,14 kN Ув = 71,45 


Figura 1.64 


Din componentele forțelor din planul хОу se trasează diagrama Mz; se poate 
iza suprapunerea de efecte: 


P, sin a = 6,34 kN 


(2) (1) 


Figura 1.65 


80 Rezistența materialelor 11 


^ EXEMPLE DE CALCUL 


CD Exemplul 1.14: Pentru grinda din oțel OL37 din figura 1.62, ştiind că rezistența de 
calcul a materialului este R = 210 N/mmš, se сеге : 
a) verificare; 
b) să se reprezinte diagrama tensiunilor normale în secțiunea С“ (la stânga 
forței P2). 


Figura 1.62 


Rezolvare: 


a) Verificarea grinzii 
1% бе descompun forțele exterioare în cele două plane principale. Cu excepția forței 


P4, toate forțele se găsesc în planele xOy si xOz; în consecință se proiectează forța 
înclinată pe direcţiile axelor y şi z (figura 1.63). 


4 
I 4 4 Cosa ^h 


q = 20 kN/m Py 1599 (7 
L 2 i 
Р, sina 6,34 kN 

o = БЕ ШЕ ЫЕ СА m m e: SSE Даа > 

/ | І x 
^j i | | 
2513 I Pj E 10kN | ! 
so : 2 j 3 i 3m A | 
yk [ l i [ [ 

zY 
Figura 1.63 


2*. Din componentele forțelor cuprinse în planul xOz se trasează diagrama M, (figura 
1.64) 
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3*.  Seidentificá secțiunile periculoase: 
(1) — unde avem M, .. — 1а 3,107 m în dreapta reazemului А; 


(2)- unde avem |M,,. — la jumătatea deschiderii. 
Se stabilesc valorile momentelor aferente în aceste secţiuni: 


3.107 s = 


în secţiunea (1): МХ = - (-12,68) + ——.(-15) = -21.03kNm 


în secțiunea (2: — M? =10214.3-(20.5). > = 56.42kNm 
Se alcàtuiesc perechile de eforturi din sectiunile periculoase: 

; М,| „ = MY] = 56,53kNm 

m М, scene = М?| = 21.03kNm 

= MO = 

i IM, iu. = |M?| = 5642kNm 

М. = IMP = 21.34kNm 
4°. Se calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii: 


3 3 
ie |25 2.02.20). 2в' |+ ME = 64:523331 


20°.2 „50: 
а = 20708 
l, =2: 1 1 2.670,83cm* 


w, = 8589... go rec 
_ 2.67083 
: 10 
5°,  Severificá condiţia de rezistență în secţiunile periculoase 
- secțiunea (1) 


W = 267,08cm* 


Му] M?|  5653-10*N-m „_2403-10%N-m__ 
W, W, 238975.10%mm°  267,08.10*mm? 
— Su sa <В =210N/mmš; 


- sectiunea (2) 

М?) MP|  5642-10'N.m | 2103:10*-m _ 

"ime W, W, 2.38975-10'mm? 267,08-10*mm* ` 
=103,51N/mm? <В = 210N/mm?. 


Deoarece în ambele secţiuni avem |o,| « R, spunem că bara verifică condiţia de 


rezistență. 
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>! Reprezentarea variaţiei de tensiunilor normale totale (c,!°t) in С°! 

т" Se reprezintă întâi ре secțiune momentele din secţiunea indicată (С°!) 
M, =+56,42kN -m 
M, =—2134kN-m 


z Ținând cont de formula lui Navier, se trasează diagramele (0% ) şi (с^), stabilind 
semnele acestora. 
3. Valorile extreme ale tensiunilor se calculează cu relațiile: 


|M] — 5642-10*N-m 
=— = = 23,61N/mm? 


W,  2.38975-10*mm 
М“ 2434-10*N-m 
i 2 | 2194-10 N-m__7990N/mm2. 
зра W. 26708.10°mm° үтт 


z 
s Se stabileşte sensul in care trebuie măsurat unghiul о (format de către vectorul 
moment total de рё secţiune şi axa Oy) şi unghiul B, format de axa neutră (п-п) cu 
zceeasi axă. Mărimea acestuia din urmă este 


bai RN ic Be Asen ЭЧМИ. сч 
ШП M,| 2.67083cm* 5642kN.m 


-> 28345 . 


Figura 1.66 
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5° Зе reprezintă unghiul B (în acelaşi cadran şi în acelaşi sens cu unghiul fictiv a, 
obținându-se poziția axei neutre (п-п) pe secțiunea considerată. 
6°. Se duc paralele la axa neutră (п-п) prin colțurile cele mai îndepărtate ale secțiunii 
şi, față de o linie de referință normală Іа (п-п), se reprezintă diagrama liniară (ox95, cu 
valoare nulă in (n-n). 
7°. | Prin însumarea valorilor din diagramele tensiunilor simple, se obțin: 

S mex = 103,51N/mm? 

s = —103,51N/mm? . 


Ш Exemplul 1.15: Să se dimensioneze consola din figura 1.67, solicitată la incovoiere 
oblică cu forțe necoplanare, în variantele: 


a) ca secţiune dreptunghiulară (к s: =1 5), din lemn având rezistența de calcul 
R=13N/mm?; 
b) profil laminat |, din OL 37 (R = 210N/mm?). 


Să se traseze diagrama de variaţie a tensiunilor normale (с") їп sectiunea де 
încastrare, pentru ambele variante. 


Figura 1.67 
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Rezolvare: 


a) Dimensionarea consolei 


1°. бе descompun forțele exterioare în cele două plane principale; deci, se 
proiectează forțele inclinate P4 si P2 pe direcţiile y şi 2 (figura 1.68). 


P, sin a =8,19 kN 


P, cos В = 4,83 kN [1] P, sin B = 1,29 kN 


D 


q- 3 kN/m 


Figura 1.68 


2°. Зе trasează prin suprapunere de efecte diagramele Му — din forțele din planul 
(xOz) (figura 1.69) şi M, — din forţele din planul xOy (figura 1.70). 


P4 sin a = 8,19 kN 


P; cos ñ = 4,83 kN 


forte in о — = 727 7 жи NX жии XE 2 — ии кижи —4X i 2 X34 из — ЖЕ. + > x 
planul (xOz) 


Figura 1.69 


86 Rezistența materialelor 1! 


P5 sin f = 1,29 kt 


iwi 
Pond d O Ap == > x 
q = 3 kN/m 

| 1 "M 
) 1m E 2m ¿ 
x i i i 
I 4 
' I 
[ I 
[s | | 
+ l | I 
I 
[s | 
| I 
"NS. | | 
| 387 | ! 
13,87 ! 
| 
1 I I 
25: A | | 
I 

3,42 
15,37 
Figura 1.70 


3*. Se identifică secţiunile periculoase. Se observă cá cele două secțiuni coincid, 
м şi |М, |, producindu-se ambele în încastrare. Eforturile sunt: 
max max 


№, |, = 2268kN-m 
м, = 1537kN.m 
4*. Se scrie condiţia de rezistență sub forma: 


a 
S|. "w. | ul- 


W 
* în varianta a (secțiune dreptunghiulară, din lemn) k = става = ñ — 15 astfel cá : 
z nec 


_M,|+k-M,| _ 22,68 -10°N-mm +145: (15,37 -10°N. тт) _ 
Wee = R 13N/mm2 
= 3.158410 .10°mmš = 3.158,10cm* 
* în varianta b (secțiune profil laminat |, din OL37), alegem k = 8, şi rezultă: 
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Wi Є 22,68 -10°N -mm + 8- (15,37 -10*N-mm) Р 
уло 210N/mm* 
= 693,52 . 10? mm? = 693,52cm* 
S Se aleg dimensiunile sectiunii: 


W; = 3.51810ст? = — e 
* varianta a: h 
k= =15 
b ec 


2 
>= Эш ба). = 3.158,10cm* 


[6 -3.15810 
b... -3]—————— = 2109cm 
=g x 225 


hus = 15: b, =3164cm 


Se aleg h E SAT: pentru care se obtine 


h = 32cm 
2 
yet = 22:92 = 3.574,67cm* 
32.22? 
Wa = = 2.58133cm? 


* varianta b: din tabelul cu profile laminate |, se alege profilul | 32, având: 
[Wu = 782cm* > W, nes = 693,52cm* 
ІМ а =847cmə. 
&. Se verifică secțiunile alese, înlocuind în condiția de rezistență valorile efective ale 
modulilor de rezistență МҮ, er, W, : 
* varianta a 
"NE 22,68 :10*N-mm_„ 1537.10°N-mm _ 
"mas 375467.10?mm? 2.581,33 -10°mm° 
-1200N/mm* <В = 13N/ тт? 


b = 22cm 


— secţiunea aleasă, având este corespunzătoare. 
Б x =32cm > 


* varianta b 


i _22,68-10*N-mm , 15,37.10°N.mm _ 
xImaxet — 78247.10?mm? 8470.10°mmš 
= 210,47 N/mm? =R = 210N/ mm* 
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Observaţie: În general, în Rezistența Materialelor (ca şi în proiectarea curentă) 
se admite depăşirea rezistentelor în limita a 3%; de exemplu, dacă avem |су|тах > R = 
210 N/mm? trebuie са |ox|max < 1,03-R = 216,3 N/mm?. 


b) Reprezentarea tensiunilor normale totale (o,'^') în secțiunea de încastrare 
* varianta a (secțiune dreptunghiulară) 


3 3 
22-32. _60.07467cm“ ; Lu = 32 22 


= 28.394,67cm* 


let = 


a IM] 60.07467cm* 1537kNm 
= — = 14337895 
« M, | 28.394,67cm* 22,68kNm 


— В = 55° 06'. 
Diagrama tensiunilor normale este reprezentată în figura 1.71. 


top|= ie. 


` 
ч® 


Figura 1.71 


* varianta b - din tabelele cu profile laminate | se obține: 
s = 12.510cm“ 


м = 555cm* 
4 12.510cm* 15,37kNm 
şi rezultă lt9p| = -555cm ` 2268kNm ^ 15,27549 
—286?15' . 


Diagrama tensiunilor normale totale este reprezentatá in figura 1.72. 
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\ 

\ 
= - 22,68 КМА 
k... . —— i — у 


` 
NI) 


Figura 1.72 


2 Exemplul 1.16: Pentru grinda metalică din figura 1.73 (R = 210N/mm? ), se cere: 
a) stabilirea încărcării capabile Р, йїп condiţia de rezistență; 
b) cu valoarea încărcării capabile determinate la punctul precedent, să se 
reprezinte variaţia tensiunilor normale (с' ) în secțiunea maxim solicitată. 


а = 32° P2 = 3kN | 


Figura 1.73 
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Rezolvare: 


a) Stabilirea încărcării capabile P... : 
1. Se trasează diagramele de momente prin suprapunere de efecte 
Му (i=1,4 , din fiecare din cele patru forte elernentare din planul xOz 
(figura 1.74); 
* М) (j=1,2, din fiecare din cele douà forte elementare din planul xOy 
(figura 1.75). 


planul 
(xOy) 


© o 
Figura 1.75 
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2°.  Seidentificà secţiunile unde ar putea să apară momente incovoietoare extreme: 
* |Mylmax poate să арага în secțiunile: 
(1) — în dreptul forței P+ 
(2) — la jumătatea deschiderii 
(3) — pe reazemul din dreapta 
* |Mz|max poate să арага în secţiunile: 
(0) — pe reazemul din stânga 
(1) — în dreptul forței P4. 
Valorile din fiecare diagramă, corespunzătoare acestor secţiuni, s-au stabilit după 
cum urmează: 


^ vale luau 
(M, ); (M, );; 
- in (М, ), , pornind de la schema statică de grindă simplu rezemată încărcată cu 


forța uniform distribuită q (determinând reacfiunile H şi, apoi, valoarea 


prin asemănări 


momentului în secţiunea curentă (în cazul nostru, x = 2): 


Мо) = $5.2- (qx) х = 329 -2-(4-2)- 2 =125kNm 


М(х) = 12 kNm 9 = 12 3%m 


Figura 1.76 


Astfel, au fost obținute valorile precizate mai sus în cele patru diagrame (M,) şi 
cele două diagrame (M;) ; cu aceste valori se formează perechile: 


|M9|  OkNm 
@ | М? = 10kNm ; 
(1) | MY = 02Р, +12 — 0,8 – 12| = (102Р, +10) kNm 
|м =|- 0,64P, + 6| kNm; 
|M2|=|0,85p, +125-1-15|=(085P, +10) kNm 
ш | M®|=]|-0,53P, + 5] kNm; 
à) | М? = 5kNm 
|M) =10kNm ; 
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Se vor păstra doar perechile (1) şi (2), întrucât în celelalte două nu intervine 
necunoscuta (P4). 


3*. Зе calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii transversale а grinzii: 


. 3 . 3 
БЕ = «60:23 |, 60 _133.360cm+ 


12 12 
2 7 30° 60 ” 1° 4 
Ес g 
p =2. 45 + Ser = 9.0050m 
‚ = 133-360 4 167 50cm° 
32 
W, = 2 = 60033cm* 


4”, Зе scrie condiţia de rezistenţă la limită (|oy|max = R) în secțiunile (1) si (2), ţinând 
cont de definitia modulului; asadar, in cazul termenilor cu semn incert, vom considera 
succesiv semnele + pentru termenul respectiv. 

* sectiunea (1) 


(102.Р, + 10).10° N-mm , (- 064-P, + 6)- 10* N- mm 2219 .N 
4.167,50 -10° mm? 600,33 - 10? mm? mm? 
(0,24475 -P, + 2,3995) « (-10661-P, +9,9945) = 210 
Р) = —240,59kN 
Obtinem: ! : f gt 
: a 16600: 021° 


* secțiunea (2) 


(0,85.Р, + 10).10* N-mm , (-0,53-P, + 5) - 105 №. тт "m 
4.167,50 -10? mm? 600,33 - 10° тт? mm? 
(0,20396 - P, + 2,3995) + (-0,882825 -P, + 8,3288) = 210 
(M) _ _. 
былат: Р! 293,53kN 
P™ = 198,68KN 


5° Valoarea reală a forței capabile P, va fi cea pozitivă si minimă dintre cele patru 
valori obținute la 4? . 
Rezultă P, sa = 166kN . 


b) Reprezentarea diagramei tensiunilor normale (ox) in sectiunea maxim 


solicitată 


1. бе trasează mai întâi diagramele momentelor incovoietoare (My) si (Mz) pentru 
P, =Р, ca (figura 1.77 şi 1.78) 
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P 


(eap 00592 1 P) = 3KN 
= 140,78 kN 


178,94 


Figura 1.77 


У. 64,78 kN І 


) 
forte in I Vp =33,19kN | 


planul Y Y 
( AvA о х 


ЧРИ 


> 


1237 = 
kN P, cap sin 32° À 


, = 87,97 kN 


Figura 1.78 
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2° Secțiunea cea mai solicitată este cea în care acționează P4; momentele 


PF 
А " ; M, = 417894kNm ; 
incovoietoare in aceastà sectiune sunt: 
M, =- 99,56kNm . 
6* 
3*. Pentru а putea reprezenta diagrama (o,') în această secțiune, se determină înd 


unghiul В de înclinare a axei neutre: 
2 J- 133.360 cm* 99,56 kNm — 


— В = 83° 04'. 
4% Diagrama tensiunilor normale totale, precum şi componentele acesteia pe axele 
principale ale secţiunii sunt reprezentate în figura 1.79. 


\ 
ч® 


Figura 1.79 
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PROBLEME PROPUSE 


# Problema 1.1: Un stâlp metalic având secțiunea şi încărcările din figura 1.80 este 
încastrat într-o fundaţie de beton. 
1. Considerând încărcările: P =700kN 
H= 50kN 
q=10kN/m, 
se cere: 
a) diagrama tensiunilor normale în secțiunea unde acţionează forta H; 
b) diagrama tensiunilor normale în secțiunea de încastrare a stâlpului în 


fundație. 
2. Pentru ipoteza de încărcare cu: P =700kN 
H= 50kN 
q= OkN/m, 


se cere: diagrama tensiunilor normale sub fundatie. 
Se neglijează greutatea proprie a stâlpului, iar pentru betonul din fundație se 
zonsiderá greutatea specifică y, = 25kN/m°. 


N 


240m 


profil U30 


Figura 1.80 
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Răspunsuri: 
1. а) Sra = 2039N/mm?; Omin 7-11927N/mm^; 
y, = 1.445,8mm ; Z, =—11342mm. 
b) Gmax = 96,423/ тті; Gmin = —195,30N/mm?; 
y, = 90,33mm ; Z, = 9924mm. 
2. в] „ = 0374N/ mm? ; а= 1728т. 


& Problema 1.2: Pentru bara din figura 1.81, se сеге: 
a) trasarea diagramelor tensiunilor normale din fiecare efort şi totale, precizând 
poziţia axei neutre; 
b) să se determine valoarea tensiunilor normale totale în punctele 0; 1; 2; 3; 4; 5; 
6; 7; 8; şi A, de coordonate y = -5ст şi z = +10ст. 


20 cm 


Figura 1.81 
Răspunsuri: 
a) s,, -125N/mm^; Omin = -22,5N/ mm"; 
y, = 6,67cm; z, =—75cm. 
b) с, = -75N/mm°; с, = +25N/mm?; сз = +125N/mm?; 
с, = 45N/mm?; 6, = -25N/mm?; c, = -125N/mm^; 
с; = -225N/ mm^; o, = -15N/mm*; c, = -5N/ mm? ; 


c, =—1542N/mm?. 


€* Problema 1.3: Un stâlp din beton incastrat la bază este solicitat ca in figura 1.82. 


^^ Știind cá rezistentele de calcul ale betonului sunt R. = 12N/mm?şi R, = 2N/mm?, se 


cere: 
a) să se determine sarcina capabilă Qcap; 
b) cu Qa, determinat, să se reprezinte diagrama tensiunilor normale totale їп 
secțiunea maxim solicitată; 


c) care trebuie să fie valoarea forței Q astfel încât în secțiunea maxim solicitată 
să nu apară întinderi? 
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Figura 1.82 
Răspunsuri: 
a) Ош» = 10,27kN ; 
b)  o,-2N/mm'; Or = -10,33М/тт?; 
y, = —202,7mm ; z, = 272,imm. 


c) О = 6,94KN. 


# Problema 1.4: Stâlpul şi fundaţia lui (figura 1.83) sunt confecționate din beton 
simplu Bc10 (y, = 22kN /m?, R. = 65N/mm? şi R, = 06N/mm?). 
Se cere: 
a) să se verifice stâlpul şi să se traseze diagrama de variație a tensiunilor 
normale la baza sa; 
b) să se verifice fundația, ştiind са p,=0,2 N/mm? şi să se traseze diagrama 
tensiunilor normale pe talpa ei; 
c) să se stabilească poziția stâlpului pe fundație astfel încât toată talpa ei să 


fie activă. 
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7 
; 
7 
7 
2 
7 
; 
7 
2 


(il) stâlpul dispus excentric 


Figura 1.83 
Răspunsuri: 
a)  c6,,-2012N/mm?; Ori = -0,54N/ mm^ ; z, -1898mm. 
b) lo, = 0199N/mm*; a = 858mm. 


c) x = 56mm. 
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ë* Problema 1.5: Un stâlp metalic (OL37, R = 210N/mm?) de secțiune dreptunghiulară 
este încastrat la bază, ca în figura 1.84. 
Se cere: 


a) considerînd raportul laturilor £ = 2 , să se dimensioneze stâlpul; 


b) să se reprezinte diagrama tensiunilor normale în secțiunea de la baza 
stâlpului, 


Figura 1.84 


Răspunsuri: 
а) b,. =84mm; se alege b = 85mm, h =170mm; 
b) сы =+188,43М/тт?; Gri = —202,32N/ mm^; axa neutră este paralelă cu 
Oy; y, = -15тт. 


4 Problema 1.6: Pentru zidul de sprijin din figura 1.85 se cere: 

a) verificarea secţiunii de la baza zidului, ştiind cá rezistentele de calcul ale 
betonului sunt R. = 4,7N/mm? şi R, =0,5N/mm?, iar greutatea specifică a 
materialului y, = 22kKN/m*; 

b) verificarea blocului de fundaţie, confecţionat din acelaşi beton, ştiind că 
presiunea admisibilă pe teren este р, =03N/mm?; 


c) să se reprezinte variația tensiunilor normale la baza zidului, şi pe talpa 
fundaţiei. 
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Figura 1.85 


Răspunsuri: 
a) с, = +015N/mm2; с, =-051N/mm:; 


b) [o| a = 0,302N/ mm*; 


c) a=102m. 


€* Problema 1.7: Pana de acoperiş din figura 1.86 este confecționată din lemn si are 
secţiunea dreptunghiulară, cu 2 =15. Ştiind că rezistența de calcul a lemnului este 
R = 10N/mm2? , se cere: 


a) dimensionarea panei; 
b) reprezentarea variației tensiunilor normale totale în secțiunea maxim solicitată. 


P = 2kN/m 


Figura 1.86 
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Răspunsuri: 
a) бес = 13,/17cm; se alege b = 15cm, h = 20cm; 


b) O max,min 7 +8,21N/mm?; B=35° 41'18". 


Problema 1.8: O bară de secțiune 130 confecționată din oțel OL37 (R = 210N/mm?; 
E = 21-10*N/mm?) este solicitată ca în figura 1.87. 


Se cere: 
a) determinarea valorii maxime pe care o poate lua forța P astfel încât bara să 


satisfacă condiția de rezistență (Р); 
b) cu P., determinat, să se traseze diagrama tensiunilor normale totale în 


secțiunea maxim solicitată; 

c) să se calculeze săgeata în secţiunea maxim solicitată, aplicind metoda grinzii 
fictive. 

Pentru profilul 130 se dau : |, = 9800cm* ; |, = 451cm'; 


W, = 653cm°; W, = 72,2ст?. 


Figura 1.87 


Ràspunsuri: 
a) RD = 1436kN, po -2483kN — P,, = 14,36kN. 
b) secțiunea maxim solicitată este C; с = £210N/mm?; tgp = 43,45; 
В = 88°40'56". 
C) ус = 22,96 тт; wc - 924mm; fe = 2297mm. 
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Capitolul 2 


STAREA GENERALĂ DE SOLICITARE 


2.1 STAREA DE TENSIUNE PLANĂ (STP) 


Starea de tensiune plană (STP) se realizează când vectorii tensiune sunt pa 
cu un plan dat (xOz). 

* Variatia tensiunilor in jurul unui punct (figura 2.1) 

Pe o sectiune cu normala n care face unghiul o. cu axa Oz, tensiunile norm 
c, Si tangentiale 7, sunt date de relațiile: 


с, = Es, Su Sa „cos2a + т, -sin2o (2.1a) 


G, —0, 


„= 


-cos2a — T - sin 2a (2.1b) 


unde c,, o, şi +, sunt tensiunile în secțiuni normale la axele de coordonate 


(o, 20,1, 7 1,, =0). 


Figura 2.1 


° Direcţiile principale reprezintă direcțiile a pentru care tensiunile normale o au 
valori extreme (maximă, respectiv minimă) si tensiunile tangentiale т sunt nule. Ele se 
stabilesc ca fiind soluțiile ecuației: 


21. (2.2) 
0, -0;, 


1920 = 


şi sunt întotdeauna ortogonale. 
* Tensiunile principale care араг pe direcţiile principale, se notează cu 
6, = Omax respectiv с, = Oin Şi au valorile: 


2 
9,57 =+ [zJ +a (2.3) 


Rezistența materialelor II 103 


* Din studiul variației tensiunilor în jurul unui punct se pun în evidenţă cei doi 
invarianti : 
L=o,+o,=o,+o 
1 z : 1 2 (2.4) 
l;20,:0, — t = 6:6, 
Aceste márimi nu-si modificá valoarea in cazul rotirii axelor de coordonate. 
* Tensiunile tangentiale extreme apar pe direcţiile bisectoare ale unghiurilor 
formate de directiile principale si au valoarea 
б.т 


= + x z 2 
Т max min 2 (2 5) 


* Starea de tensiune plană la bare se caracterizează prin с, =0. 


* Traiectoria tensiunii principale este înfăşurătoarea liniei poligonale care 
marchează direcțiile principale respective în puncte succesive. 


2.2 STAREA DE TENSIUNE SPAȚIALĂ (STS) 


Starea de tensiune spațială (figura 2.2) este complet determinată de tensorul 
tensiunilor 


T T 


9, xy x 
Toata < ta (2.6) 
xo Ж Са, 


Їп baza principiului dualitàtii tensiunilor tangentiale (* = Tuty = Ty ȘI Ta Sta) 
tensorul (2.6) are doar sase componente distincte si este simetric. 


Figura 2.2 


* Direcţiile principale, pe care tensiunile tangentiale т sunt nule iar cele normale 
iau valorile extreme c, > c, > o,, se stabilesc cu ajutorul cosinusilor directori: 
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(")- (o, -о): t, - t.t, (27) 


n ty - (s, -c)-(s, -c) 
(5 *(5) 0) 

=| +I— | +1=| — 

n n n 

În expresiile (2.7) se înlocuiesc succesiv o—6,, с=с, şi с=с, şi se obtin 
cosinusurile directoare ale normalelor tensiunilor principale. 

Direcţiile principale sunt ortogonale. 

+ Tensiunile normale principale într-un punct (с, > с, > с,) sunt soluțiile 
ecuaţiei seculare c? -Lo* +0 –1, =0 (2.8) 
unde 1,,1, şi 1, sunt invariantii. 

* Invariantii, în cazul spatial se definesc cu relațiile: 

l * 0, +0, +0, 70,9; +04 
l, 20,-0,*6,-0,*0,-0, - (2 + +1,2)- G,- G, +G; ` G, +03 ` G, (2.9) 
l3 = 0,:0,:9, -(s. "ты +o, ‘Ta +O, 2) 21, "ftia 0:02:63 

* Tensiunile tangentiale extreme se produc în planele bisectoare ale planelor 
principale si au valorile 
m 


2 


0.,—09 G, —- G. 
3. 24 91792. za 92793 
i Tizza = Ө”? T2532 = + 2 


Tia = £ 


(2.10) 


2.3 STAREA DE DEFORMATIE SPAȚIALĂ 


* Deplasările unui punct al unui corp sunt precizate după axele de coordonate: 
u — după axa Ox; 
v — după axa Oy; 
w — după axa Oz. 
* Starea de deformatie în jurul unui punct este precizată complet de tensorul 
deformatiilor 


1 1 
£, тҮ» 2!» 


1 1 
Tolna s in (2.11) 


care este simetric (y,, =}, Yz = Yay» Yx = Yee )- 


* Legătura între deplasări si deformatii este stabilită de relaţiile lui Cauchy : 


= = Pa. cas 2 | Ow. 
> ex' 4 ду' 557 (2.12) 
| Qu дү ду Ow, ôw ди | 
Yw === y => t Ya т 
ду Ox д2 ду Ox дг 
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* Invariantii se definesc analog stării de tensiune spațială. Primul invariant al 
deformatiilor E, =E, +E, +E, = £ FE; £s (2.13) 
este deformatia specifică de volum. 


2.4 LEGÁTURA ÍNTRE CONSTANTELE ELASTICE 


Între constantele elastice E, G si и (modulii de elasticitate longitudinal, respectiv 
transversal şi coeficientul lui Poisson) există relația: 
E 


Legea lui Hooke generalizată 
Legea lui Hooke exprimă legătura dintre tensiuni şi deformatii prin intermediul 
relațiilor: - în cazul stării de tensiune spațială 


£y, = zl. - us, +o,) (76 
£y = to, -ulo +о,)]: y = (2.15) 
£, = Eh, -ulo, +o,)| ; Ya r3 

- în cazul stării de tensiune plană (c, = 0) 
s = (G, -n-o,) 


1 
8; = (o2 7-0) (2.16) 


= =Ë = 
E3 = - Elo 9; 


Əbservatie: 
Deformatia specifică de volum (2.13) rezultă, prin adunarea relațiilor (2.15) ca 
find egală cu e, = CA | (2.17) 


În funcție de aceasta, legea lui Hooke generalizată se poate scrie sub forma: 
o= e, +2-Ge ту 7 G- y, 
o,-A-g,*2-G-g;  1,-G-Yy, (2.18) 
6,-A-£,-2.G:g; т„=С-ү„ 


unde : 
E 

с а= 
2-(1+) 

şi (2.19) 
2-u-G 

A = 
1-2:u 


se numesc constantele lui Lamé. 
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2.5 TEORII DE REZISTENȚĂ 


Prin stare de solicitare limită (SSL) se înțelege un nivel de solicitare la 
atingerea căruia se modifică proprietățile mecanice sau geometrice într-un punct al 
corpului. 

Valoarea rezistenței de curgere (в„) la materialele ductile, respectiv rezistența la 
rupere (s, ) pentru cele casante reprezintă valori caracteristice ale SSL. Valorile c, şi c, 
se determină experimental. 

Aprecierea stării de solicitare în cazul unor stări de tensiune complexe se face 
printr-un factor caracteristic care descrie: 

С - starea де tensiune într-un punct 

— tensiuni principale (c, ,с,,с, ); 
— tensiuni tangentiale maxime (Tnax ); 
etc. 

- starea de deformatie 
— deformatii principale (s, , €; , £; ); 
— deformația specifica volumică s, ; 
etc. 

- starea energetică 

w — energia potențială de deformatie W, ; 

— energia potențială de modificare a volumului W, ; 
— energia potențială de modificare a formei W,. 

Observaţie: între starea de tensiune şi cea de deformatie există o legătură 
biunivocă, exprimată prin legea generalizată a lui Hooke (2.15), (2.16) sau (2.18). 

În stări de solicitare complexe (definite prin tensiunile principale с, > с, > o;), 


condiția de rezistență se exprimă sub forma: 


Gu < R (2.20) 
în care c, este o funcţie de tensiunile normale principale: 
был = f(G,.o;.os) (2.21) 


şi reprezintă tensiunea normală care ar trebui produsă la întindere axială pentru a obţine 
o stare de tensiune cu acelaşi grad de periculozitate ca al stării generale de tensiune 
(figura 2.3). 


No 


b) 


k 


Figura 2.3 
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Alegerea criteriilor pe baza cărora se defineşte c, constituie obiectul Teoriilor 

> rezistență sau Teoriilor stărilor de solicitare limită, prezentate succint în 
=rânuare. 


1°. Teoria tensiunilor normale maxime (teoria |) 


Se presupune că starea de tensiune dintr-un punct din corp este caracterizată 
жт tensiunile principale с, >с, > с,. Ruperea rezultă atunci când с=с, unde 
z.. este valoarea limită în solicitarea etalon (întindere sau compresiune axială). 
ezultă condiţia c, < R, şi deci Oech = С; (2.22а) 
Dacă с, < 0, trebuie verificată şi condiția (с,| < R. , ceea ce conduce la: 

бее, = [Oa] 


(2.220) 
2°. Teoria deformatiilor specifice liniare maxime (teoria 11) 


În această teorie se alege drept criteriu deformația se, adică є, < c2, unde 
= are aceeaşi semnificaţie ca şi of- Rezultă 


S, - (o; +0,)<R, 
бе =G, - i (o, +6,) (2.23a) 
Ca si în cazul teoriei |, dacă є, < 0 , trebuie verificată şi condiția 


I, - (o, +с,) SR, 


бе = |o; -H (0, +02) (2.23b) 
3°. Teoria tensiunilor tangentiale maxime (teoria 111) 


Aceastá teorie considerá ca si criteriu de apreciere a nivelului de solicitare 
=-siunea tangentialá maximă 


ES ^ m «d. 
= valoarea limită la solicitarea etalon va fi 
d. = с! —03 x R 
iz 2 2 
Rezultă condiţia de rezistență с, -c, «R 
>` 


бе = 9, — 0; 


(2.24) 
Această teorie este aplicată numai materialelor cu rezistențe egale la întindere si 
zompresiune (R. =R, =R). 


4°. Teoria energiei potentiale de modificare a formei (teoria V) 


Se aplică, ca şi precedenta, numai materialelor cu К, =R, =R. Parametrul de 
zomparatie adoptat este energia potențială de deformatie care corespunde variației 
$ommei W, 


W, = ke, -e;f «(s, o, + (0 -0,}] (2.25) 
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Pentru valoarea limită W? se obține М? = VER 


si rezultà Oen = je lo. -0,7 + (0, - c. + (s, -ey| (2.26) 


5°. Teoria stărilor limită de tensiune a lui Mohr 

Această teorie se bazează pe observația că atingerea stării limită este foarte 
puţin influențată de tensiunea intermediară с,. În esenţă, ea este o extindere a teoriei 
tensiunilor tangentiale maxime la materiale cu rezistențe diferite la întindere şi 
compresiune (R. + К,). 

Tensiunea echivalentà rezultà 


Съ = 6; — Se; (2.27) 


Observaţie: Dacă STP este considerată ca un caz particular al stării de tensiune 
spațială (c, > o, > o, ), rezultă de fapt 


o, -5+5 с? +47? 
с, = 0 
o 2 2 
t apes +4 
9375 с“ +47 
Expresiile tensiunii echivalente o, la bare sunt date mai jos: 
* în teoria Oua, быз "Dele ear 
* în teoria Ena С Bg HE dar cae 
* în teoria z, G, = Vo? + 47 
* in teoria W, Oa = Vo? + 372 
• înteoria Mohr с, = (- R9 ,[4 Rc 15 +4 
к.а К. /2 
Alegerea teoriei de rezistență se bazează pe modul de rupere a materialului 
* materiale casante — prezintá rupere prin smulgere, produsá 
de tensiunile normale 
teorii de rezistentá utilizate : *: + ak 
* £ 


max 
materiale : beton, fontă, otel dur, sticlă; 
* materialele ductile — prezintă rupere prin lunecare, produsă 
de tensiunile tangentiale 
teorii de rezistență utilizate : * + ex 


° W, 
materiale : otel de constructii, aluminiu etc. 
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EXEMPLE DE CALCUL 


{1 Exemplul 2.1: Să se studieze starea de tensiune plană definită prin tensorul 
tensiunilor 


T с 50 -30 


Ts is d = [ жае | [ч/тт?] (figura 2.4,a). 


zx 


z 


b) 


X 


Figura 2.4 


Să se precizeze tensiunile principale, direcțiile principale şi tensiunile tangentiale 
extreme. 


Rezolvare 


* Tensiunile principale se calculează cu relaţia (2.3) 


2 2 
с, +5; 6, +o, 2 150-30 150 + 30 2 
= + = ——ə— ——— Sei 
6.2 е | 2 | + TU 2 + 2 + 50 


şi rezultă: с, =158,61N/mm? 
с, = -3861N/mm* 
* Direcţiile principale se obțin din (2.2) 


21 - о, = 14°23'38" 
2a = —— = — = 0,555 
о a 150430 = в =104°23'38" 
Tensiunile şi direcțiile principale sunt reprezentate în fig. 2.4,b. 
* Tensiunile tangentiale extreme se calculează cu relaţia (2.5) 
o, — 92 15861-3861 


= 98,61N/mm* 


Tiz = —Tə = 


2 2 
si apar pe directiile bisectoare ale directiilor principale. 
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A Exemplul 2.2: Se dă starea de tensiune definită prin tensorul 
в, E 120 80 0 


xy 


Т„=|т„ S, т. |=| 80 10 O 


y ty 
ts, O о 0 40 


zx zy z 


Să se determine o, in diferitele teorii de rezistență (и = 0,3 ). 


Rezolvare 


"pe Se determină mai întâi tensiunile principale, care sunt soluțiile ecuației seculare 
(2.8). Invariantii, care reprezintă coeficienţii acestei ecuații, se calculează cu relațiile 
(2.9): 


l, 70, +0, +0, = 120+10 + 40 =170; 


l, 2,0, ^ 5,0, +0,0, (6,2 «t, 1,72 120-10--10- 4040-120 - 80? =0; 
уб, = oux + on out) 2,1, 7120-10-40 (40 -80°)= -208.000 . 
Ecuatia seculará se scrie sub forma 

с? – 170c* – 208.000 - 0 . 


Se aduce ecuația la forma normală prin substituția 


| 170 
с=х+!=х+——. 
3 3 


l =0,0 


Rezultă o ecuaţie de forma 
х? +px2+q=0, 


2 
unde p=l,- Ua _170° = -9.633,3333 

3 3 
q= =-2-12 +11, i, = Z -170° +208.000 = -155,9259 -10° 
gy s Айы ү i i 

Discriminantul ecuaţiei este 
DR o Rt 1 р A 

A= 57° -4q = 57 C 9.633333) –2(-571925.10 f =-3311.10% <0 


ceea ce înseamnă că există trei rădăcini reale. 
Pentru rezolvarea ecuației de gradul 3 se apelează la formula lui Moivre. Se 
calculează mai întâi, unghiul ajutător o definit prin 


3 
taSs = Зза . 3 a(- 155,250 у ) _0428455 > 9 — 2173236" (p = 2154348062) 
2/6 2.]9.633,3333 


Rădăcinile ecuației normale sunt: 
x, = E . p| coso = 243 . /9.6333333 -cos(2154348062) = 1054157 ; 
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x, = 2 V3 -р|-соз(ф —120°) = 24 -49.633,3333 - cos(- 98,45651938) = 16,6667 ; 


X, E Уз. Jp]: cos(o-- 1207) = 243 · /9.6333333 . cos(14154348062) = -88,7491 . 


Revenind la substitutia făcută, rezultă tensiunile principale: 


G, =x, =1054157 + 110 -1620823N/mmë; 


| 170 


в„=х„ +- = -16.6667 Er rim 40N/mm? ; 


+— 
2 3 
l, 170 2 
94 = X, + => —88,7491+ тш —32,0824N/mm? . 
Se verifică aceste soluții 
I, = 162,0823 + 40 — 32,0824 = 170 
1, = 162,0823 - 40 + 40-(-32,0824)+(- 32,0824).162,0823 = 0 
1, = 162,0823 - 40 (- 32,0824) = -207999,56 = -208.000 


2”, Determinarea tensiunii с... în diferitele teorii de rezistență: 
- după teoria tensiunilor normale maxime (с 
Gan 70, = 162,0823N/mm? 
- după teoria deformatiilor specifice liniare maxime (є,„„„ ) 
б = 0, Цо, +0) = 162,0823 — 0,3(40 — 32,0824) = 159,7070N/mm* : 
- după teoria tensiunilor tangentiale maxime (7 


max ) 


- 
Gan = о, — o, = 1620823 — (- 320824) = 194,1647 N/mm? 
- după teoria energiei potentiale de modificare a formei ( W, ) 


di cacao 
Geh = 6, - 6s -о,} + (0; -sy]- 
= 1 (1620823 — 40) + (40 + 320824) + (- 320824 —162,0823) |=170N/mm?. 


Se constată cá cea mai restrictivă este teoria Ill, cea a tensiunilor tangentiale 
maxime. 
Observație: Dacă materialul studiat este ductil (oțel de construcţii), având 
valoarea limită în solicitarea etalon la întinderea axială 
ойы 70, = 250N/mm? , 
se poate defini coeficientul de siguranţă al stării de tensiune ca fiind 


o o 

G O, 

Gus < EE > c=— 
c Oach 


Rezultă, pentru cele patru cazuri considerate: 


250 
pes +с=—20__—-15424; 
în teoria | (с, ): C = овоз 
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250 
159,7070 
250 
194,1647 


. 250 
- în t V(W,): c === =14705 . 
în teoria V (W,): с 170 0 


- în teoria ll (Ema): c = = 15653 ; 


- în teoria III (Tmax): c = = 12875 ; 


CD Exemplul 2.3: Pentru grinda metalică (R = 210N/mm? , R, =150N/mm? ) din figura 


2.5 se cere: 

a) să se traseze diagramele tensiunilor principale o, şi o, şi să se stabilească 
direcţiile principale (1) şi (2) în punctele a, b, c, 0, c', b' şi (a') ale secțiunii maxim 
solicitate; 

b) să se verifice tensiunea principală extremă. 


Р = 2100 kN 
М, = 600 kN : т 
12m 


фы 


N 


ш 0 


Figura 2.5 


Ë u 


Rezolvare 


a) Tensiuni si directii principale in sectiunea maxim solicitatà 


19.  Setraseazá diagramele de eforturi (figura 2.6). 


P = 2100 kN 
М, = 600 kN - m 


Figura 2.6 
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Secţiunea maxim solicitată este în încastrare: 
Hk. =2.100kN ; 


M... 1.920kNm . 


Observație: Dacă eforturile extreme apar în secţiuni diferite, se vor verifica două 


secțiuni şi anume unde apare 
M 
(1) М şi (2) | pa 
Теге! | тах 
Е Se calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii. Se observă că secțiunea 


zrezintă două axe de simetrie, care coincid cu axele principale; centrul de greutate se 
288 la intersecţia lor. Rezultă 


3 3 
La 430 55 530.25. stas 418 700^ = 827 39583cm* 
527.395,83 
=— = 10.14 М 
Ё 525 10.145,6cm 
Momentele statice corespunzătoare punctelor a-b-c-0-c'-b'-a' sunt: 
S, =S,.=0 


S, = S, = 30.25.5125 = 3.843,75cm* 
S, = Se = 3.84375 + 1,6 - 25 - 37,5 = 5.343,75cm* 
S, = 3.843,75 +1,6 - 50 - 25 = 5.843,75cm* 
Р бе trasează diagramele tensiunilor normale si tangentiale precizând valorile în 


zunctele cerute (figura 2.7,a): 
Tensiunile normale se calculează cu formula lui Navier: o = М -Z 
y 
—1.920 -10° 
с; = 10.0456 107 - -19113N/mm? с. = —G, = 19113N/mm° 
-1.920 -10° 
z — — MMGV-——E——  _` 0 = —180, fi ‚ =ч = И 2 
9. = S72.39885:10° 5 0,03N/mm? ; с, = –с, =180,03N/mm 
—1.920-10* 
= 25 = -9101 2: 0, = =910 B 
% = 527 395,83 10° Nimm oy әд, PANIER 
o, -0. 
^ Е : T:S 
Tensiunile tangentiale se calculează cu formula lui Jurawsky: т = Б y 
Uy 
£ =£ =Ü 


_ 2.100.10°x3.843,75-10° 


ар ав: ООЛО X3.64975-10_ _ „үр 
Тым = Tossup = 300x627.395,83 10^ mei 


(punctul se gáseste in talpá) 
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_2.100.10%x3.843,75-10% 
а 2.10010 x3.843,75-10. es, 2 

Tossup = Torit = — 4 6x527.39583 10° 66N/mm 
(punctul se găseşte în inimă) 
2.100:10°х5.343,75.10° 
„a 2109-10 X9.349,75: 10... оом 
© ® 16x527.39583 -10* N/mm 
, _ 2100-10°х5.84375-10° 

" 16x527.39583 .10^ 


49, Determinarea tensiunilor principale б > с,) se face cu relaţia (2.27) 


т=т 


-14543N/mm? 


2 = 5 = 2/9 0? +47? 
iar direcţiile principale rezultă din (2.2) 
1520 = < 
G 
* În punctul (а): o = -19113N/mm? ;< = 0. Rezultă 
PLE UL z. hu ы (compresiune axialà) 
972 2 с, = -19113N/mm? 
о, = +90° 
{020 = 0 1 
VR „мр 


* În punctul (b, = in i c = -18003N/mm*? ; t = 510 N/mm* 
w 2 
eru 10088, 1 [180037 + 4.5102 c, = 014 №тт 
с, = -18017N/mm 
2.540 о, = +88*3717" 
= 0,0566 '= -1°37'17" 
—180,03 T op = 417873747" (a 


* În punctul (b,,, - în inimă): o = -18003N/mm? ; = 95,66N/mm? 


1520 = 


-18003, 1 тазға ове =. 9:7 4194N/mm* 
» 5 + 4180,03? +4.95,662 =  "  ' 
q я š с, = -22137 N/mm? 
2-95,66 a, = +66°37'45" 
1920 = - -10627 P 
929 = 18003 > a.-atsesrap (772922) 


* În punctul (с): o = Apis i 1 -13299N/mm? 
ta 2 
E -29101; 1 оғ 7413299? с, = 95,05 №тт 
с, = —186,06N/mm 
2.132,99 а, = +54°26'40" 
Ба ss 22 00295 '= 3593349" 
орт ^ 29229 — , . 442640" 7 99 9919") 
* În punctul (0): o 20; 1-14543N/mm* 
c, = 14543N/mm* 
с, = -14543N/mm* 
= 445? 


tg2a = 


су: = +14543 = (forfecare рига) 


{920 = = 


а, =+135° 
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* În punctul (с'): с = 9101N/mm? ; т =132,99N/mm? 
e 2 
а 901.2 +249101 +4-13299° — 97 18606N/mm 
с, = —95,05N/mm? 
2.132,99 о, = 35*3349" 
—— = 29225 
9101 292255 . = 42573349" 
* În punctul (б, -în inimă): с = пане erg т = 95,66 N/mm? 


_ 18003. i с, = 22137 N/mm? 


tg2a = 


c 180,037 +4.95,662 = 
VER 3 с, = -4134N/mm* 
2.9566 o, = 2322714" 
tg2a = - 10627 
180,03 > м„=113°2214" 


* În punctul (b, - în talpă): o =180,03N/mm?; т = 5,10N/mm? 
m 2 
с = 18003.41 /та0037 45107 => 9:7 18017N/mm 
5. 0 с, = -014N/mm 
2.510 pes 
= 0,0566 

18003 T = +178°3717" 
* În punctul (а): с = 19103N/mm^ ; т = Ри 


— 191,03 19103 с, = 19103 N/mm? 
+—— = 


1920 = 


^ intind is 

6,2 2 2 d uo (întindere uniaxială) 
a, =0 

1920 = $ 

кча а, = +90° 


Diagramele tensiunilor principale sunt reprezentate їп figura 2.7,b iar directiile 
principale în figura 2.7,c. 
b) Verificarea tensiunii principale extreme 
Tensiunea principală extremă apare în secțiunea de legătură talpă-inimă, în 
punctul situat în inimă: 
булак = Oh sup = 22137 N/MM? >R = 210N/mm? 
[бз] „ = |o |= 22137 N/MM? > К = 210N/mm* 
În concluzie, tensiunile principale depăşesc valoarea rezistenței de calcul şi nu 
verifică condiția de rezistență. 
Observație: Totuşi, în secțiuni normale 
lo, =19113N/mm? «R = 210N/mm* 
şi 
а. =145,43N/mm? <В, = 150N/mm* 


deci grinda verifică. 


116 Rezistența materialelor 1! 


Figura 2.7 


Problema eventualei cedări în secțiuni înclinate (pe direcţiile tensiunilor 
principale) se pune în general pentru grinzile la care apar în aceeaşi secțiune atât 
momente încovoietoare cât si forte táietoare mari. 


PROBLEME PROPUSE 


& Problema 2.1: Se dă starea de tensiune definită prin tensorul (figura 2.8) 


€; Tău tal [90 D 0 
Т„=|т„ в, т„|=| 0 80 20| [Мт] 
Tu % б, 0 20 50 


a) Sà se determine tensiunile principale si tensiunile tangentiale extreme. 
b) Să se calculeze oc, în diferitele teorii de rezistență (и = 0,3). 


Figura 2.8 
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mssounsuri: 
I, 2220, 1, 21.530, 1, 2 3.240; 


c, =o, = 90N/mm?; o, = 40N/mm? ; 
тә 20,14, = +25№тт2, тз, = 325N/mm' . 


Ga 70, = 90N/mm? ; 
Sen = 51N/mm? ; 

в = 50N/mm* ; 
сы = 50N/mm? . 


în teoria Omax: 
în teoria g... : 
în teoria Tma : 


în teoria W, : 


pae 
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| Capitolul 3 
METODE ENERGETICE 
3.1 INTRODUCERE 


Starea de solicitare într-un corp deformabil este caracterizată prin trei aspecte 
- starea de deformare, care este descrisă prin parametrii geometrici: de 
şi deformatii; 
- starea de tensiune, care este descrisă prin parametrii fizici: tensiuni şi e 
- starea energetică , descrisă prin mărimi energetice (lucru mecanic, energie. 
Analiza stării de solicitare a corpului deformabil din punct de vedere ene 
permite abordarea unor probleme complexe, între care amintim: 
- stabilirea unor metode practice pentru calculul deplasărilor barelor 
sistemelor de bare supuse la solicitări complexe; 
- rezolvarea structurilor static nedeterminate; 
- formularea unor metode de calcul aproximative (metoda elementelor finite 
metoda echivalentei). 
Pe parcursul acestui capitol se vor utiliza următoarele notații: 
* P - forță generalizată (forță concentrată, distribuită, cuplu concentrat 
distribuit); 
* u - deplasare generalizată ( translație sau rotire ); 
* o- tensiune generalizată (с,,с,....,т,,,...); 


* e- deformatie specifică generalizată (є, ,=,....„Ү,,...). 


De asemenea, studiul energetic se bazează pe următoarele pote 
fundamentale: 

- materialul este solicitat până la limita de elasticitate; 

- forțele exterioare sunt aplicate static (adică cu o intensitate crescând de is 
zero la valoarea finală); 

- se neglijează frecările interioare şi frecările in reazeme; 

- procesul de solicitare este adiabatic (nu se face schimb de căldură оз 
exteriorul) şi izotermic (nu se modifică temperaturile corpurilor), 


3.1.1 MĂRIMI ENERGETICE 


a) Corpul deformabil este acționat de sisteme de forte oarecare si are | 
proprietăţi mecanice oarecare: 


* Lucrul mecanic al forțelor exterioare — variabile independente : deplasările 
(figura 3.1,a): 


L, = [P.du (3.1) 


L | 


plus: 
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* Lucrul mecanic exterior complementar — variabile independente : forțele 
(figura 3.1,a): 


e [u-dP (3.2) 


S p ИГ 
do [УХЛ 


Ў, 
j 


a) b) 
Figura 3.1 


* Lucrul mecanic al tensiunilor — variabile independente : deformatiile (figura 
3.1,b): 


L. = [o-de (3.3) 


* Lucrul mecanic complementar al tensiunilor — variabile independente : 
tensiunile (figura 3.1,b) : 


L, = fedo (3.4) 
* Lucrui mecanic interior : 

L, = 6, (3.5) 
* Lucrul mecanic complementar interior : 

LaL (3.6) 


b) Pentru sisteme de forte conservative si corpuri elastice se definesc în 


* Energia potențială de deformatie specifică : 


Ws =L, (3.7) 
* Energia potențială complementară de deformatie specifică : 
W; =, (3.8) 
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c) Pentru sisteme de forțe conservative şi corpuri liniar elastice (legea lui 
Hooke): 


- se aplică principiul suprapunerii efectelor 
- se menţine caracterul de independenţă al variabilelor şi în plus : 


LL, =7-P-u (3.9) 


ut 


L, 2L, =W, 2 W; 2—o-€ (3.10) 


a) b) 
Figura 3.2 


- pentru un corp in stare de tensiune spatialá, energia potențială de 
deformatie specifică se exprimă în funcție de tensiuni si deformatii sub forma: 


W, ZI *6,8, + i T Yu +...)= 
F (3.11) 
=> (es, + 0262 + 0383) 


* energia potențială de deformatie se defineşte prin: 
W= [wav (3.12) 
vol 


- pentru starea de solicitare a barelor (c, = o, =, = 0) rezultă: 


* energia potențială de deformatie specifică: 


(3.13) 
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* energia potențială de deformatie: 


1 e N? M к.т? M 
EEN I. " d d iE . 
5 eee [м s+ [CA s+ [Mas] (3.14) 


unde: 

N, M, T, M: — sunt eforturile din bară ; 

A -aria secțiunii barei ; 

| - momentul de inerție axial ; 

|, - momentul de inerție la torsiune (= l, - moment de inerție polar pentru 
sectiuni circulare/inelare); 

E,G- constantele elastice (modulul de elasticitate longitudinal respectiv 
transversal); 

k - coeficient de corectie ce apare la termenul din forta táietoare si 
introduce o ajustare față de ipoteza distribuției uniforme a tensiunilor 
tangentiale pe sectiune . 


Observaţie: În relaţia de calcul a energiei potentiale de deformatie apar termeni 
de forma : 


1 [ (Eforty 


2 ! Rigiditate la efort 
- pentru sisteme de bare, energia potenţială de deformatie se obține prin 
însumarea energiilor barelor componente: 
W = > w, (3.15) 


i=1 


3.1.2 TEOREME ENERGETICE 


Se va nota în continuare 5 ca simbol al variaţiei. 


a) Sisteme de forte oarecare, proprietăți mecanice oarecare, deformatii mici sau 
finite 


* Principiul lucrului mecanic virtual (al deplasărilor virtuale) 
„Pentru un corp deformabil aflat în echilibru sub acţiunea forțelor exterioare şi 
interioare, lucrul mecanic virtual al forțelor exterioare (8L,) este egal cu lucrul mecanic 


virtual al tensiunilor (sau eforturilor, 5L,) pentru orice deplasare virtuală (би) cinematic 
admisibilà," 


àL, = 8L, (3.16) 
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* Principiul lucrului mecanic complementar virtual (al forțelor virtuale) 
„Pentru poziția de echilibru a unui corp deformabil , lucrul mecanic complementar 
al forțelor exterioare (at) este egal cu lucrul mecanic complementar virtual al 


tensiunilor (5!) pentru orice câmp de forte static admisibil." 
eL, = 8L, (3.17) 


b) Forte conservative, proprietáti elastice, deformatii mici 


* Teorema de minim a energiei potentiale totale 

„Stării de solicitare reale (poziţiei de echilibru) a corpurilor alcătuite din materiale 
stabil elastice , acționate de sisteme de forte conservative, îi corespunde o valoare 
minimá a energiei potentiale totale." 

în =0 ; x— minim pentru configuraţia de echilibru (3.18) 

* Teorema de minim a energiei potențiale complementare totale 

„Dintre toate câmpurile de tensiuni static admisibile, cele care conduc la o valoare 
minimă a energiei potențiale complementare totale corespund stării de solicitare reale a 
corpului ." 


ӧл = 0 ; n — minim pentru configuraţia de echilibru (3.19) 
Observaţie: 
- energia potenţială totală se defineşte ca 
r=W-U (3.20) 


unde U se referă la potenţialul forțelor exterioare, adică 
U-P.u (u variabil), 
- analog, energia potențială complementară totală este 
m -W'-U (3.21) 
unde U' =P-u (P variabil) se referă la potențialul fortelor exterioare. 


* Teoremele lui Castigliano 

Prima teoremă а lui Castigliano: „Derivata energiei potentiale 
complementare de deformatie în raport cu o forță generalizată (ce acționează în 
punct pe o direcţie /) este egală cu deplasarea generalizată în punct pe direcția 
forței.” 


ца 128 (3.22) 


A doua teoremă a lui Castigliano: „Derivata energiei potentiale de 
deformatie în raport cu o deplasare generalizată este egală cu forța generalizată 
ce acționează pe direcția deplasării.” 


p. (3.23) 
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* Teorema lui Menabrea (pentru sisteme static nedeterminate): 
„Energia potențială complementară de deformatie este minimă în raport cu 
valoarea necunoscutelor static nedeterminate.” 


= J 3.24 
= (3.24) 
* Teorema lui Clapeyron: 
W =, (3.25) 
- pentru materiale liniar elastice: 
W= ;? и (3.26) 


u |o -ds+ [т -ds+ fet ds [eem «| (3.27) 
' 


unde: 
- N, M, T, М; reprezintă diagramele de eforturi din incárcárile date 
- n, mi, t, mú sunt diagramele de eforturi din forta generalizată unitară 
introdusă în punct pe direcția deplasării. 
Integralele se pot efectua cu regula lui Vereşciaghin. 
Aplicarea formulei lui Maxwell-Mohr şi a regulii lui Vereşciaghin vor fi 
detaliate în paragraful 3.2 (Aplicaţii ale metodelor energetice). 
* Teoremele de recinrocitate 
- a lucrului mecanic (Betti) : „Lucrul mecanic al unui sistem de forte Pi, 
produs prin deplasárile provocate de un alt sistem P; , este egal cu lucrul 
mecanic al sistemului de forte Pj , produs prin deplasările datorate primului 
sistem P, ." 
P -u =P; -uj (3.28) 


- a deplasărilor (Maxwell) : „Deplasarea generalizată A,, produsă pe 


direcția i de o încărcare generalizată unitate aplicată pe direcția j, este egală cu 


deplasarea generalizată A,, produsă pe direcția j dintr-o forță generalizată 


unitate aplicată pe prima direcţie í.” 
A, =; (3.29) 
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3.2 APLICAȚII ALE METODELOR ENERGETICE 


Metodele energetice se aplică în scop şi în mod diferit la sistemele static 
determinate (SSD) şi cele static nedeterminate (SSND). 


3.2.1 CLASIFICAREA STRUCTURILOR DIN PUNCT DE VEDERE 
AL GRADULUI DE NEDETERMINARE STATICĂ 


În vederea unei mai bune înțelegeri a metodelor ce vor fi expuse în acest capitol, 
se prezintă în continuare noțiunile de bază, ce au stat la baza clasificării structurilor. 
a) Grade de libertate (GL) 
- Numim grad de libertate (gl) posibilitatea distinctă de mişcare a unui corp. 
- O bară, considerată ca element plan, are 3 grade de libertate: 2 translatii si o 
rotire. 
- Numárul total de grade de libertate al unei structuri alcátuite din bare este: 
GL = 3.(NB) (3.30) 
unde s-a notat prin NB numărul de bare din structură. 
b) Legături simpie (LS) 
- Numim legătură simplă (Is) acea interacţiune cu alte corpuri ce suprimă un 
grad de libertate corpului studiat. Noţiunea se suprapune aproape perfect cu cea 
de pendul (bară scurtă, foarte rigidă, articulată la ambele capete). 
- Reazemele utilizate în structurile din bare sunt : 
1') Reazemul simplu ( RS ) 


| 4 


x di ipm = рои 


Figura 3.3 


- suprimă 1 grad de libertate 

- este echivalent cu o legătură simplă (1 Is sau un pendul) 

- introduce o forță de legătură (reacțiune) de valoare necunoscută ce 
acţionează pe o direcție cunoscută (direcția normală la suprafața de 


rezemare). 
2°) Articulația ( А) 
0, e 


f V (necunoscut) 


Figura 3.4 
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- suprimă 2 grade de libertate; 
- este echivalent cu 2 legături simple (2 Is sau 2 penduli necoliniari); 
- introduce: - o forță de legătură (reacțiune) de valoare şi direcție 
necunoscută, sau 
- 2 forțe de legătură necunoscute de direcții cunoscute 
(alese în mod convenabil). 
3°) Íncastrarea ( Í ) 


M (necunoscut) 
... = ... — = ... 
; h ⁄ | = R (necunoscut) 
y, | Qt (necunoscut) 
z sau 
M (necunoscut) 


H (necunoscut) 1, = i 
cunos 


Figura 3.5 


- suprimá 3 grade de libertate; 
- este echivalentă cu 3 legături simple (3 Is sau 3 penduli necoplanari); 
- introduce: - o forță de legătură (reacțiune) de valoare si 
direcție necunoscută şi un moment necunoscut, sau 
- 2 forțe de legătură necunoscute de direcții 
cunoscute (alese în mod convenabil) şi un moment necunoscut. 


Ca urmare, numărul total de legături simple ale unei structuri poate fi stabilit cu 
relația: 
LS=1-RS+2-A+3-Î (3.31) 
c) Gradul de nedeterminare statică (n) 
- Numim grad de nedeterminare statică al structurii (n) diferența dintre 
numărul de legături simple (LS) şi cel al gradelor de libertate (GL) 
corespunzătoare structurii: 
n=LS-GL (3.32a) 
n=(1-RS+2-A+3-Î)-3-NB (3.32b) 
Prin utilizarea acestei ultime noțiuni structurile se clasifică după cum urmează: 

* mecanisme — structurile având n < 0 si care nu fac obiectul de studiu al 
„Rezistenței Materialelor“; 

* Structuri Static Determinate (SSD) — structurile având n = 0 , şi pentru 
care reactiunile necunoscute pot fi determinate din ecuaţiile de echilibru; 

* Structuri Static NeDeterminate (SSND) — structurile având n > 0 ; în 
cazul acestor structuri, ecuațiile de echilibru nu sunt suficiente pentru 
determinarea reactiunilor, fiind necesară formularea unor ecuaţii suplimentare (de 
exemplu ecuații de compatibilitate a deplasărilor). 
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3.2.2 APLICAREA METODELOR ENERGETICE LA SISTEME 
STATIC DETERMINATE (SSD) 


Metodele energetice sunt aplicate la SSD în scopul determinării deplasărilor 

Reamintim faptul că deplasările pot fi în cazul general: 

- translatii (notate cu u, v, w si considerate a fi pozitive în sensul axelor 
corespunzătoare Ox, Oy, Oz); 

- rotiri (notate cu « si considerate a fi pozitive în sens orar). 


Exemplu: 
Pentru grinda din figura 3.6, săgețile w si rotirile ф au următoarele semne: 
- în secţiunea (С): -w.<0; 
- 9c 20; 
-în secțiunea (D): - w, > 0 ; 
-p » 0. 


Figura 3.6 


Calculul practic al deplasárilor sistemelor de bare se bazeazá pe: 
1) Teorema | a lui Castigliano; 
2) Formula lui Maxwell-Mohr. 


3.2.2.1. Calculul deplasárilor sistemelor static determinate (SSD) aplicând 
teorema | a lui Castigliano 
Prima teoremă a lui Castigliano, exprimată matematic prin relația (3.22): 
- P, 
permite calculul deplasărilor în raport cu o forță generalizată ce acționează pe direcţia i. 
În cazul sistemelor din bare alcătuite din materiale cu comportare liniar-elastică, 

energia potențială de deformatie (w = w*) se exprimá cu relatia (3.14) respectiv (3.15). 
Înlocuind aceste expresii în relația (3.22) rezultă: 


a-y feka saal E. 1635 ес Es je in 


care reprezintá exprimarea primei teoreme a lui Castigliano pentru bare liniar-elastice. 
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Observații privind necesitatea luării în considerare a termenilor corespunzători 
celor patru eforturi N, T, M şi М: 
1°, Termenul din efort axial (N), trebuie luat în considerare la structuri alcătuite 
din bare articulate (de tipul grinzilor cu zăbrele), unde de fapt este şi singurul 
efort ce acționează; în cazul grinzilor încovoiate el poate fi neglijat. 
2°. Termenul din forță tăietoare (T), trebuie luat în considerare la grinzile scurte şi 
înalte (cu raportul lungime/ináltime < 4); în cazurile curente, se neglijează. 
3°. Termenul din moment de torsiune (M.), trebuie luat în considerare la grinzile 
încovoiate ce sunt şi puternic torsionate (în special la grinzi de fronton); în 
cazurile curente, se neglijează. 
Ca urmare a considerentelor făcute mai sus, se ajunge la expresia aproximativă 
simplificată a teoremei | a lui Castigliano: 


u= БЫ (Re. (34) 


Etape de calcul pentru determinarea deplasárilor intr-un punct curent A al unei 


grinzi static determinate: 
1. n secțiunea A se introduce o forță generalizată fictivă astfel: 


* o forță concentrată P, , pe direcția translatiei căutate (u,, v, sau W, ), sau 

* un moment concentrat fictiv M, , , corespunzător rotirii p, . 

Observaţie: În cazul în care în secțiune acționează deja o forță pe direcția 
deplasării căutate , nu se vor mai introduce forte fictive, utilizându-se încărcarea reală. 
2°, Зе scriu expresiile analitice ale momentului încovoietor Mi(x), pe fiecare din 
intervalele de variaţie a acestuia sau a rigiditátii la încovoiere. La scrierea acestor 
expresii se va tine cont de forțele generalizate fictive introduse la punctul 1”. 
3°. Corespunzător fiecărui interval, se vor evalua derivatele momentului incovoietor 
în raport cu forța generalizată întrodusă în secțiunea A la punctul 1*: 

„ 9M (x) 

2P, 
sau w,) 
‚ M(X) 
D.A 
4". Зе aplică relația (3.34), descompunând fiecare din integrale pe câte un interval 
de variație a funcției moment încovoietor. La efectuarea produselor corespunzătoare, se 
va tine cont de faptul că forțele fictive P, si M, , sunt nule. 


în cazul in care se urmăreşte obținerea valorii unei translatii (u, , v 


în cazul în care se urmăreşte obținerea valorii rotirii q, . 


Observații: 
a) în cazul barelor cu rigiditate la încovoiere variabilă pe lungime, integralele se 
vor descompune pe intervale cu rigiditate constantă; 


= Í a 
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b) pentru evaluarea corectă a celor două tipuri de rezultate obținute (translație 
şi respectiv rotire), menționăm faptul că unitățile de măsură ale numărătorilor 
(cantitățile ce urmează a fi divizate prin rigiditatea la încovoiere a barei - E-l) 
sunt [kN-m?] — în cazul translatiilor, respectiv 

[kN-m?] — în cazul rotirii. 


# EXEMPLE DE CALCUL 


ED Exemplul 3.1: Pentru grinda simplu rezemată din figura 3.7 se cere calcularea 
ságetilor în punctele C şi D (wc şi w, ) precum si a rotirii în punctul C (q.). 
Se dă El, =1:10*N.mm?. 


Figura 3.7 


a) Calculul ságetii în capătul liber C (wc) 
1. Se introduce o forță fictivă P acţionând în acest punct pe direcția verticală 
(direcția axei Oz). 
2м Se stabilesc expresiile analitice ale momentului. 
Se determină reactiunile 


Mas = ^ 21 4 _1333.Р +53333 


Rezolvare 
| 
| 


Va =p = 266,667 -0833.P 
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Se observă faptul са apar două intervale de variație atât pentru funcția moment 
cât şi pentru rigiditate; expresiile momentului sunt: 


2 
interval |, pentru х e [0;2] M =-P.x-— 190. x 
2 
interval II, pentru x e [0:6] M" = (266,667 - 0333.P).x — De > 
Prin derivare în raport cu forța P. se obțin : 
interval |: M(x)=-P-x-50.x2 
aM (x = 
ôP 
interval Il: M" (x)= (266,667 -0,333 P). x- 50- x? 
aM" (x) 
—— 2-0333.x 
oP 


Se înlocuiesc expresiile momentului încovoietor si a derivatelor sale în relația 
В 34) şi se obtin: 


1 2 
W. = ZEI, ‚ [ЕР-х-50-°)-(-)-4х+ 


6 " 
+ ED [[(266,667 — 0333-P)- x 50:х° ]- C 0333. x): dx 
d. 


Ţinând acum cont de faptul că, de fapt, forta P este fictivă (P = 0), rezultă: 
1 


2 1 6 
. [50-x* -dx ——: [[ 88889. x? +16,667 -x° )-dx = 
; ЕЛ, 3 


№ = 
Е 
s x'| ваз xl 16667 xl a o; , 
SET | "EL po A == .(100- 6.400 + 5.400) = 
ЕЛ, 4| ЕЛ, 3| Ed, 4| E4, 
„лам. 3 
= 900 |м. тг = -20010 N-mm___ m = —9cm 
E-l, 1:10*N-mm? 


Semnul negativ obţinut denotă faptul că săgeata reală din punctul C se produce 
în sens invers sensului ales pentru forța fictivă P; prin urmare, punctul С urcă cu 9 cm. 


b) Calculul ságetii la mijlocul deschiderii (w, ) 


1. Pentru calculul ságetii in punctul D (wp), se procedeazá analog, introducánd forta 
fictivă în secțiunea de la jumătatea deschiderii. Rezultă: 

V, = 533,333 + 05. P 

V, = 266,667 +0,5.Р. 
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Figura 3.9 


2°-3°. Expresiile momentelor şi ale derivatelor lor în raport cu forta fictivă P sunt: 
() xe[o2] M'(x)= -50.x 


дМ(х) _ 
дР 
(i) xe[o3] M'(x)= (266667 - 05-P)-x 50- x^ =0,5-Р-х+266,667-х—50-х? 
8M'(X) _o5.x 
ӘР ` 
(IM) хє[36] M" (x)= (266667+05-P).x-50.x2 - P-(x-3) 
2M'() __05.x+3 
ӘР ' 


4. Se înlocuiesc aceste expresii în relația (3.34) ce exprimă teorema | a lui 
Castigliano, ţinând cont de faptul că forta P este nulă. Rezultă: 


r feso) 


(266,667 -x – 50 -x 2). (7-05. x « 3). б = =. Е 5 -25. “|, 
4 |° 2|* 3 [6 

a +o. 150.20 |= 

4|, 2|, 3|, 


1.200 — 506,25 — 9.600 + 1.200 + 8.100 — 506,25 + 14.400 — 3.600 — 10.800 + 1.350) = 


3 
3 - (266,667 x - 50x? )- 0,5: x- dx + 
0 


E 


c) Calculul rotirii in capátul liber 
1. Pentru calculul rotirii în C (pc ), se introduce momentul fictiv Mo în acest punct şi 


avem: 
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V, = 533333 –0/167 -М, 
V, = 266,667 + 0467 -M,. 


q = 100 kN/m 


Figura 3.10 


-3'. Expresiile momentelor şi derivatele lor sunt: 


(1) xe[o2] 
М(х) = M, - 50- x° 
oM), 
ôM, 
(Il) x e [0;6] 


M" (x) = (266,667 + 0,167 -M, )- x - 50 - x? 
I 
aM'(x) = 0467 X 


0 


* Dinrelatia (3.34) rezultă: 


1 2 | m 
. -50.x*) - dx 0167 -x -dx = 
kaka ma f f 
3 зё 4 ° 
СЗ 0 i ea Х| _8333.Х | = 
2 ЕЈ al "E 4 
y y o р 
1 433333kN.m?° 433333.10°N.mm2 - 


рр 86873 2000 2 700) Ea 
ЕЛ, (- 66,667 + ) ЕТ рес 


= 43333 .1072гаа (= 2°29') 


ШШ Exemplul 3.2: Sá se determine componentele după axe a deplasării capătului liber 
al barei din figura 3.11,a. Secţiunea barei este profil 130 (A=69,1cm?; ,-9.800cm?). 


Se dă R = 210N/mm* şi E = 21-10°М/тт?. 
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q= 10 kN/m P=50kN q= 10 kN/m P = 50kN 


3°. 
H 
Y 
z 
a) b) c) do: 
şi în 
Figura 3.11 
doil 
Rezolvare nes 
Componentele deplasării capătului liber A sunt: "T 
* uA — translatia după axa Ox (orizontală in punctul A) М " 
* wa — translatia după аха Oz (verticală) şi е 
* pa — rotirea (unghiul format de tangenta Іа axa deformată în secțiunea A cu 2° 
axa barei Ox). pid 


a) Determinarea componentei verticale wa (figura 3.11,a) 
1. Їп capătul liber A există deja o forță concentrată care acționează pe direcția 
deplasării căutate; în acest caz, derivatele se vor exprima în funcție de forța reală 
Pz50kN. 
2°. Зе scriu expresiile analitice ale eforturilor şi se calculează derivatele acestora. Se 
consideră că sunt două intervale de variație (A-B, porțiunea orizontală a barei şi B-C, 
partea verticală). Se mai observă că pe intervalul B-C apar atât eforturi din încovoiere 
cât şi din compresiune. Astfel, în expresia (3.33) vom retine atât termenul datorat 
momentului încovoietor M cât şi cel corespunzător efortului axial N. 

Expresiile momentului încovoietor şi efortului axial, precum şi derivatele lor în 
raport cu forța P sunt sintetizate mai jos: 


Derivata în raport cu P 


Expresia efortului 
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3. Se жа teorema lui Castigliano: 
-ghlio 0dx + fe pX- 7] + elle P.xX- х)ах + Ї- 2P-q— £) 5) 
à 
După înlocuire si integrare rezultă: 
Ë eue Sens EM 
0 x 0 0 0 


W. = ——-X 
__50:10°x4-10° 10” [ex 2? 


E.A 
= Š T E EAT +4-50-4+ 10.4 — 

2,1-10” x69,.10* 21-10” *9.800.10 3 3 
şi în final 

w, = 0138 + 55,717 = 55,855mm. 
Primul termen reprezintă deplasarea verticală datorată efortului axial, iar cel de-al 

doilea deplasarea produsă de încovoiere. Se observă că efortul axial are o contribuție 
nesemnificativă în săgeata totală (sub 0,25%), fiind deci neglijabil. 


b) Determinarea componentei orizontale ua (figura 3.11,b) 
1.  Deoarece în punctul A nu acţionează nici o forță după direcţia deplasării căutate, 


se introduce forța fictivă H. 
2°. Din încărcările reale şi fictive (Р, q, H), eforturile (din incovoiere şi efort axial), 
precum şi derivatele lor în raport cu forța H sunt date în tabelul de mai jos: 
Derivata în raport cu H 
Intervalul Expresia efortului 8 
ôH 


3°. Se înlocuiesc eforturile şi derivatele lor în expresia teoremei lui Castigliano, 
nând cont de faptul са: 
- forta H este fictivă, deci H=0 
- dacă efortul sau derivata acestuia sunt nule pe un interval, atunci 
valoarea integralei în care acestea intervin va fi de asemenea nulă. 
Rezultă: 


ua to 2.P -q. zc deja] 


12 
58955515550: san) 
21.10% x 9.800-10 8 
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u, =54,42mm. 
Se observă că deplasarea orizontală se datorează exclusiv incovoierii. п 


c) Determinarea rotirii фл (figura 3.11,c) 


1°. Pentru calculul rotirii se introduce în secțiunea A un moment concentrat fictiv Mo. 
2*. Expresiile eforturilor şi ale derivatelor lor în raport cu Mo sunt sintetizate mai jos: 


Derivata în raport cu Mo 
Intervalul Expresia efortului 


El 
хє z 
je ы | 


3^. Se înlocuiesc eforturile şi derivatele lor în expresia teoremei lui Castigliano (Mo=0): 


ФА = een ако [аа-а 37-a): 


214 4 314 
! E +2Р.х 35 |- - 
"a 


ЕЗ, 
9 3 — 
d (m. 2 șa. 50.4 19.4 


| ~ 21-107 x 9.800 -10* 
a = 0,0295 гайіапі — g, = 5°18'22". 
Toate cele trei componente ale deplasării în A au rezultat cu semn pozitiv, ceea ë 
ce semnificà faptul cà deplasàrile se produc in sensul fortelor (reale sau fictive) de pe 


direcţiile corespunzătoare. Poziţia punctului A după consumarea deplasărilor este 
reprezentată în figura 3.12. 


гп: A. +. 


Figura 3.12 
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£3 Exemplul 3.3: Să se determine componentele deplasării punctului A pentru sistemul 
de bare articulate din figura 3.13. 
Se dau: А, =5ст2 ; a,=300 ; A,-205A, ; @„=45°; 
E = 21.105N/mm?; /= Зт. 


I-3m 


Figura 3.13 


Rezolvare 
Se introduce sistemul de axe xOy cu originea in punctul A. Componentele 


deplasării sunt ua (după axa verticală Ox) si va (după axa orizontală Oy). 


a) Componenta verticală uA 
1°. in punctul A există forța P care acționează pe direcție verticală. 


2*. |n barele dublu articulate ale sistemului apar numai eforturi axiale constante, care 
se determină din ecuaţiile de echilibru: 

Y X=0 > N,:cosa, +N, -cosa, =P; 

УҮ=0 > N, sina, =N, sina, . 


Prin rezolvarea sistemului de mai sus rezultă: 


sina, 
№, = №, А М 
sina, 
P 
N = А 
sina, 
COSA, +— cosa, 
na 
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şi, înlocuind valorile funcţiilor trigonometrice, obținem: 
N, = 0732-P; 
P = 0,518.P. 

3°.  Derivatele eforturilor în funcţie de forța P sunt: 


4°. Din relația (3.33) reținem numai primul termen, corespunzător efortului axial 
(restul eforturilor sunt nule). Teorema lui Castigliano se exprimă sub forma: 


15 DA, 
= - [0,732 -P -0,732 -dx - [0,518 -P -0,518 - dx 
Lungimile barelor sunt: 
£ 3 
L, =—— — ——= 3⁄4 ; 
' cosa, cos30? abis 
ё, = IE Z= 4,243m 


Deplasarea rezultă: 


1 


-(0,732Y -P- 2,4 L 
A, 


TE E.A, 
„P2 [Ezt A gerer |. 


(0,518 -P-2, 


x E.A, | cosa, А, cosa, 
. 100-10? -3-10* | (0732) 2.00518) 
21.109 .5.102 |cos30° ^ cos45* 
u, = 3,396mm, 


b) Componenta orizontală уд 
1°. Se introduce în punctul A forta fictivă Н pe direcție orizontală. 
2°. Ecuațiile de echilibru ale nodului A sunt: 


$ X=0 = N,:cose, +N, cosa, =P; 
A =0 — N,:sina, =N, sina, +H. 
Din rezoivarea sistemului de ecuații rezultă: 
e = 0,732-(P+H); 
N, =0,518 -P -0,896 -H, 
3°,  Derivatele eforturilor în raport cu forta fictivă H sunt; 
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4°  [nlocuind expresiile eforturilor si ale derivatelor în teorema lui Castigliano (H=0), 


rezultă: 
gs NI (0,732) A. 0,518 -(–0,896) | - 
^ Е.А, | cosa, А, соѕа, 
.100-10x3.10* | (0732) , 0464 
21:10° х5:102 | соѕ30° соѕ45° 

VA = -1983mm. 
Deplasarea va se produce in sens contrar fortei fictive H considerate. 
Deplasarea totalà 


f = Jui «và = 33962 +1983? = 3932mm 


este reprezentată în figura 3.14. 


Figura 3.14 


3.2.2.2. Calculul deplasărilor sistemelor static determinate (SSD) aplicând 


formula Maxwell-Mohr 
Formula Maxwell-Mohr, în cazul cel mai general, când se iau în considerare toate 


cele patru eforturi sectionale, se obține din teorema | a lui Castigliano prin introducerea 
notatiilor: 
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În consecință, formula Maxwell-Mohr pentru un sistem de bare se scrie sub 


forma: 
j> ds + [ET ds + [MT + Fer 5 | (3.35) 
АЕА 3 G-A 254 G.l, š 
Ín aplicatiile formulei lui Maxwell-Mohr, ыса termenilor este următoarea: 
* N, T, M, Mt sunt diagramele de eforturi din încărcări exterioare; 
* n, t, m, má — diagrame de eforturi din forță generalizată unitară 
introdusă în punct pe direcţia i a deplasării căutate; 
* (EA), (GA), (El), (Gli) — rigiditatea barei la solicitarea simplă (efort axial, 
forță tăietoare, incovoiere, respectiv torsiune). 
Observații: 


"B Deplasarea cáutatá a punctului poate fi o translatie sau o rotire. Dacá este o 
translație (u, v, w), atunci forta generalizată introdusă în punct este o forță concentrată 
Р=1. În cazul rotirii, se va considera un moment concentrat Mo=1. 
2° Interpretarea semnului deplasării: dacă deplasarea calculată аге valoare 
pozitivă, înseamnă că ea se produce în sensul forței generalizate unitare introduse. 
Ținând cont de observaţiile făcute în paragraful precedent asupra necesității luării 
în considerare a termenilor corespunzători eforturilor sectionale, ajungem la concluzia 
că, pentru grinzile încovoiate curente, în formula Maxwell-Mohr este suficientă 
considerarea unui singur termen, deci: 


u, = је" в (3.36) 


@bservatie: 

Formula lui Maxwell-Mohr se aplică chiar dacă rigiditatea la incovoiere a barei 
(Е.І) nu este constantă; in acest caz, integrala pe lungimea (/) poate fi descompusă pe 
intervale unde rigiditatea este constantă. 


Figura 3.15 


Astfel, pentru grinda din figura 3.15, rezultă: 


u= [Е-е În m, agi e m, ds +.. ^g jv m; ds. 


1, x] 
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Aşadar, integralele ce intervin în formula Maxwell-Mohr vor fi — de fapt — de 
Lă 
forma: [M-m, -ds 
0 


Calculul acestor integrale se face in mod practic prin aplicarea regulii lui 
Veresciaghin, care se poate exprima sub forma: 


[M m-ds- o, m, (3.37) 
0 
unde: 
+  Ou= aria din diagrama (M) cuprinsă între secţiunile de abscisă 0 si / 
„Mg = coordonata din diagrama (m), corespunzătoare centrului de greutate G al 
ariei Ом. 
Figura 3.16 
Observații 


1°. Regula lui Veresciaghin se aplică succesiv pe intervale unde diagramele M, 
respectiv m au monotonia şi legea de variaţie constante. 
2°. Ca urmare, pentru evaluarea integralei din formula Maxwell-Mohr, se va tine cont 
de: 
a) intervalele pe care rigiditatea la încovoiere este constantă (E-ly = const.) si 
distinctă de cea a intervalelor vecine; 
b) intervalele din diagramele M şi m pe care legea de variație este distinctă de 
cea a intervalelor vecine. 

În tabelul 3.1 sunt prezentate valorile ariei (Qu) şi ale coordonatei centrului de 
greutate (x5) pentru câteva diagrame de moment încovoietor (M), întâlnite în mod curent 
la aplicaţiile de calcul ale deplasărilor. Pentru o bună identificare, într-una dintre coloane 
este menţionat şi gradul funcției. 

Atragem de la început atenţia asupra faptului că valoarea coordonatei centrului 
de greutate (x;) este raportată față de capătul din stânga al intervalului. 
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Tabelul 3.1 
Diagrama (M) Aria Coordonata centrului 
(Qu) de greutate (x) 
0 


Mo > 1 .£ 
(grad 0) 2 
xg 
[ЇЇ 
(grad l) 
x 
(grad 11) 
x° 
(grad 11) 


x 
(grad 11) 


x 
(grad II) 


Trebuie subliniat faptul cá — în cazul poziţiilor (3), (4) si (6) — este absolut 
obligatoriu ca in sectiunile marcate cu (*), prima derivatá a functiei M (deci, panta 
tangentei la grafic) să fie nulă; in caz contrar, formulele prezentate nu sunt valabile. 
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Etape în calculul deplasărilor (w, - ságeatá şi op, - rotire) într-un punct curent A al 


unei grinzi static determinate cu ajutorul formulei Maxwell-Mohr: 

1° Se trasează diagramele de moment incovoietor (M), din fiecare forță elementară 
dată (i = 1... n, n fiind numărul forțelor elementare date). Diagramele de moment 
elementare sunt date în Anexa 5. 


2”.  Setraseazá diagrama m, după cum urmează: 
e pentru calculul ságetii w, se trasează diagrama mv, din forță concentrată 
unitară P, = 1, introdusă în punctul A pe direcția deplasării; 
* pentru calculul rotirii pa de trasează diagrama т, din momentul concentrat 
unitar М, = 1, acționând în punctul A. 
3°, Aplicând formula Maxwell-Mohr şi regula lui Veresciaghin se evaluează; 
- W, — prin integrarea succesivă a diagramelor (M), cu (m, ) 


- Фа - prin integrarea succesivă a diagramelor (M), cu (т, ). 


^ EXEMPLE DE CALCUL 


(3 Exemplul 3.4: Pentru grinda simplu rezemată analizată anterior cu teorema | a lui 
Castigliano, se cere calculul deplasărilor (wc, wp şi e. ) folosind formula Maxwell-Mohr 


(El, - 1-10? N- mm?). 


q = 100 kN/m 
y ] ACNE 
ШИШ a. о 
E n" 3 @ 
ww © 


ГЕТ; 
„(ШШЕ ШШ Tree 


КУ. 
SU) 


GR E 
NC A 


m. 


ШЕШ. 


Figura 3.17 
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-Rezolvare 


1°. бе trasează diagramele de moment încovoietor din cele două forte elementare 
date; q pe consolă — (M), 

q pe deschidere — (M3). 
2°.  Setraseazá diagramele de moment incovoietor din: 

- forță concentrată unitară acționând in C — (mj) 

- forță concentrată unitară acționând în D — (m,) 

- moment concentrat unitar acţionând in C — (m,) 
3”. бе determină deplasările cerute: 
a) Se calculează săgeata în capătul liber wc , intergând М, şi apoi M2 си m,, aplicând 
formula Maxwell-Mohr şi regula lui Vereşciaghin; ariile şi pozitile centrelor de greutate 
ale diagramelor se obțin din tabelul 3.1 ţinând cont de intervalele de variaţie ale funcțiilor 
(m şi M) şi cele cu rigiditate la încovoiere constantă; avem: 


sis [ES en] et [En] ca] 


1 [2 900 900-10" N. mm? 
2.450.6|.| 1.(2)|= -999 v.g] 990-10 
“E E | E ( |=-Е TÍ tee 1309 N.mm° 


= -90mm = -9cm 
b) În mod similar, se obține săgeata la jumătatea deschiderii w,, în locul diagramei 
(m, ) se va folosi (m, ). 

Observaţie: În cazul diagramelor de moment care nu se găsesc în tabelul 3.1 se 
procedează la descompunerea acestora în diagrame cu forme geometrice simple şi arie 
cunoscută (dreptunghiuri, triunghiuri sau parabole). 

Astfel, diagramele M4 si m. pe intervalul A - D au formă trapezoidală. Trapezul se 
descompune în dreptunghi şi triunghi, care se integrează apoi independent. 


wo = genos (245) [E 3.04 || ЄЗ] (2.48). 


3 
1 (2 5 1.237, 5 1.237,5-10'? N- mm? 
2.| ——.| 2450.3 |.| —.15 || = SN |= 6—2 = 
i là Ë ) ) EJ, km] 13409 N-mm? 
= 123,75тт = 12,38cm 
с) Pentru rotirea г, avem: 


vazir Aah ЕГ [c5 (2 1): 


y 
Е 433,33 :]- 433,33 -10° N-mm? 
E-I 1105 N-mm°ê 


eed 


=4,3333 .10 ?rad (= 2°29') 


[ч-т 


Rezistența materialelor 11 143 


Aşadar, rezultatele sunt identice cu cele obținute anterior, prin utilizarea teoremei 
la lui Castigliano. Se observă însă faptul că utilizarea formulei Maxwell-Mohr este cu 


mult mai expeditivă şi, de aceea, ea este în general preferată în aplicațiile curente de 
calcul al deplasărilor. 


@ Exemplul 3.5: Să se determine componentele deplasării capătului liber al barei din 
figura 3.18 (analizată în exemplul 3.2 cu teorema lui Castigliano). 


1 A = 691cm? 
Se dau: lao ] a B 350m? 
у =9. 


Е = 21-105 N/mm? 


q = 10 kN/m Р = 50 КМ 


Figura 3.18 


Rezolvare 


a) Calculul deplasării verticale wa 
1°. бе trasează diagramele de eforturi din forțele date (figura 3.19,a — diagrama 
efortului axial şi 3.19,b,c — diagramele momentului încovoietor din forța P, respectiv q). 


BRE 


1 ош 


Figura 3.19 
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2°. Їп punctul A se introduce o forță concentrată unitară pe direcţie verticală (а 
deplasării căutate w, ) şi se trasează diagramele п; şi m, corespunzătoare acesteia 


(figura 3.20,a, b). 
Р=1 Р=1 
k Ë 
a) b) 


Figura 3.20 


3*. Se aplică formula lui Maxwell-Mohr, luând în considerare şi efectul efortului axial: 


1 а 1 ГА 
w, = У — (№, n, бх + —- [(M, + М,): т ax- 
A DES, 1 1 Ет] 1 2 1 


4 [А 1 t ' 
PEN п, + n "m, же, т, a) 


Integralele se efectuează cu regula lui Vereşciaghin şi rezultă: 


10° 
Wp = EA fc 50)«4x C14] 


107 [1 2 1 
*——:|z(-100)«2x 2 (- 2) (- 100)x 4x (- 2) —(-80)x 4x (- 2) |= 
E, [2 3 3 
200-10* 1.146,667 -10° 
= 34.405 „691.102 —— 20, 4 
24-105 x 694-10? 21-105 x9.800-10° 138 + 55,717 
= 55,855тт. 


b) Calculul deplasării orizontale ид 
1*.  Diagramele de eforturi din încărcările date sunt aceleaşi (figura 3.19). 


2°. |n punctul A se introduce o forță concentrată unitară pe direcţie orizontală (H=1) 
şi se trasează diagramele de eforturi n2 si m», corespunzătoare acesteia (figura 3.21). 


H=1 
@ | 
а) 4 b) 


Figura 3.21 
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3° Se aplică formula Maxwell-Mohr: 
1 [4 4 ' e 
Wa = ЕА N -N3 + [м “п, -dX + м, т, е) 
Cu regula lui Vereşciaghin, integralele devin: 
ws = D. C100)4x 1(4)+ 1 C80)k4x3 (-2)|= 
9 E.A 2 3 4 
1.120.107 — — 


= 21.105x9.800.104 
= 54,42mm. 


c) Rotirea 9a 

15. Diagramele de eforturi sunt aceleasi (figura 3.19). 

2°. În capătul liber A se introduce momentul concentrat М,=1 si se trasează 
diagramele corespunzátoare ns=0 si ms (figura 3.22). 


v | Y 


a) b) 


Figura 3.22 


3*. Cu formula Maxwell-Mohr şi regula lui Veresciaghin rezultă: 
1 t 1 е ? 
ФА = TS li s exe (n - Ma Фх+ Mom, )- 
| 10? 
EĻ 
Е 606,67 .10° 
21-10? х 9.800 -10° 


Se observă că cele trei componente ale deplasării sunt identice cu cele obținute 
în exemplul 3.2 prin aplicarea teoremei lui Castigliano. 


[3C109)«2»(-0)« C100)«4»(-0)« (сво) а) 


= 0,0295radiani — Фф, = 5°18'22". 


CD Exemplul 3.6: Să se calculeze săgeata la jumătatea deschiderii pentru pana din 
lemn, de secţiune dreptunghiulară, solicitată ca în figura 3.23. Se dă: E =10“N/mm?. 
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q = 1 kN/m 


Figura 3.23 


Rezolvare 


Săgeata totală se obţine prin suprapunere de efecte. Pana de acoperiş 
supusă la încovoiere oblică. Deoarece forțele acționează în plane diferite, se vor 
diagramele de moment în cele două plane principale şi se vor determina compone 
ságetii produse de acestea. 


a) Calculul componentei verticale wc 

1. Зе trasează diagrama componentei Му a momentului încovoietor, dm 
componentele forțelor paralele cu axa principală Oz (forțele uniform distribuite q). 

2". Se introduce forța generalizată P=1 pe direcţie verticală în punctul C (бе 
jumătatea deschiderii) si se trasează diagrama de moment m; (în planul principal xOz). 
3° Se aplică formula lui Maxwell-Mohr, efectuând integralele cu regula lu 
Veresciaghin (figura 3.24,a). 


$7 40 2 5 ] 
w.=— (М, m, dx= 1 |2x2.4125x15x 2.075 
c Ет y Í Колы SR | 


Momentele de inerție ale secțiunii sunt: 


A a LE LI 

|, = De = --28125om 
h-b? 15x10? 4 

m 3 7^ dp. > | eopom 


Cu aceasta rezultă 
1054.10? 
= = 37 h 
Vc7195«28125-10* - ^ omm 
b) Calculul componentei orizontale v, 


1°. Зе trasează diagrama componentei М, a momentului încovoietor, din 
componentele forțelor situate în planul principal xOy (figura 3.24,b). 
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<e 


a) b) 
Figura 3.24 


2° Зе introduce forta generalizată Р=1 pe direcție orizontală în secțiunea C şi se 
trasează diagrama de moment mz. 


3°, Cu formula lui Maxwell-Mohr rezultă; 


í | тог 1 2 
= —— M т d Z— —+*{—1, t —-U, 
Ve ET] , ' m, ' dx Еак (-15)15х 2 075) 
Aso euni 


Ve =————— 
€ 404.1.250.104 
Săgeata totală în secţiunea C este 


f, = Jw2 + vă = [3.757 +9 = 975mm 


Direcţia ei este dată de unghiul a față de аха Oy 


v -9 
t = — = —— = -24 = -67*22'48". 
ga Wc 375 Eds 


3.2.3 APLICAREA METODELOR ENERGETICE LA SISTEME 
STATIC NEDETERMINATE (SSND) 


Metodele energetice sunt aplicate la SSND în scopul ridicării nedeterminării 
statice, adică pentru determinarea forțelor de legătură necunoscute ce exced numărul 
ecuațiilor de echilibru static. 

Un sistem de n ori static nedeterminat se poate transforma într-un sistem static 
determinat, numit sistem de bază (SB), solicitat de forțele date şi n forțe de legătură 
necunoscute. 


Trebuie subliniat că sistemul de bază nu este în general unic, pentru o aceeaşi 
structură putând exista mai multe sisteme de bază. De exemplu, pentru sistemul din 
figura 3.25 având gradul de nedeterminare n=3 se poate alege ca SB oricare din 
variantele a, b, c, d sau e. 
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Хз 


| ° 
S.S.D. X 


+ 
3 forțe necunoscute (X,, X, X.) 


a) 


X2 X3 X4 X2 PES Xs 
| " 
k 
b) c) d) e) 
Figura 3.25 


Dintre numeroasele sisteme de bazà corespunzàtoare unei structuri static 
nedeterminate, unele sunt avantajoase, iar altele (total) dezavantajoase din punctul de 
vedere al analizei viitoare. De aceea, una dintre problemele de extremă importanță în 
studiul SSND este alegerea judicioasă a sistemului de bază (SB). Ca idee de bază, 
menționăm faptul că se va avea în vedere obţinerea unui sistem static pe care trasarea 
diagramelor de momente necesare să se facă cu uşurinţă şi să permită un calcul facil şi 
expeditiv pe intervalele ce apar, indiferent de metoda de rezolvare aleasă. 

La baza aplicării metodelor energetice la SSND stă observația de importanţă 
majoră cá: deplasárile reale ale punctelor SSND în care s-au suprimat legături, pe 
direcţia forțelor de legătură necunoscute introduse în locul legăturilor suprimate, sunt 
nule. De exemplu, referindu-ne la SSND din figura 3.25 şi la SB4, se observă cu uşurinţă 
faptul că translatiile pe orizontală şi verticală în punctul B şi rotirea acestuia sunt nule. 

Pentru calculul forțelor de legătură necunoscute se apelează la două metode: 

1*. Aplicarea teoremei lui Menabrea; 
Pa Metoda fortelor (metoda eforturilor). 
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3.2.3.1. Analiza SSND prin aplicarea teoremei lui Menabrea 
Teorema lui Menabrea reprezintă o particularizare a teoremei | Castigliano 


pentru cazul SSND. Aceasta s-ar putea enunta astfel: „În oricare din punctele SSND in 
care — pentru obținerea SB — s-au suprimat legături, introducându-se forțe de legătură, 
deplasările reale pe direcţia acestor forțe necunoscute sunt nule“. 

Ţinând cont de faptul că rolul forței generalizate P, din cazul teoremei | a lui 
Castigliano (de la SSD) este preluat de forța de legătură necunoscută X, teorema lui 
Menabrea se poate exprima matematic, în cazul cel mai general, sub forma (3.24): 

A, = oX = (3.38) 
sau, ținând cont de expresiile (3.14) şi (3.15) ale energiei potenţiale complementare de 
deformatie: 


ks (x) * fe x) eso) Те x) 
A, = LA catt — | — ds|= 
Ек А * б + Íz * lei eo (2X 
(3.39) 
Tinánd cont de observatile fácute asupra necesitátii luárii in considerare a 


termenilor corespunzátori eforturilor sectionale, se ajunge la concluzia cá, in cazurile 
curente ale grinzilor incovoiate, teorema Menabrea se poate exprima sub forma 


apoximativá restránsá: 
A, = xi ам s) as- 0 (3.40) 


Se remarcă faptul că se pot scrie n ecuații de forma (3.38), (3.39) sau (3.40), câte 
una pentru fiecare forță de legătură necunoscută. 


Etape de calcul pentru ridicarea nedeterminárii statice a unui SSND, utilizând 
teorema lui Menabrea: 


1. бе stabileşte gradul de nedeterminare statică a structurii, cu ajutorul formulei 
(3.32.b): 
=(1.RS+2-A+3.1)-3.NB 

2". Dupá o atentá analizá a avantajelor ce le-ar putea oferi in calcul, se alege un 
sistem de bazá (SB), prin eliminarea a n legáturi simple si introducerea ín locul acestora 
a n forte de legătură necunoscute (X4, X», ..., Xn). 
3*. Зе scriu expresiile momentului încovoietor М(х) pe fiecare din intervalele de 
variaţie a legii acestuia sau a rigiditátii la încovoiere. 
4. Corespunzător fiecărui interval, se vor evalua cele n derivate de forma: 

ƏM (x) 

i 

5° бе scriu apoi cele n ecuaţii de forma (3.40) ce vor conduce la obţinerea unui 
sistem cu n necunoscute. Prin rezolvarea acestuia, se obțin valorile forțelor de legătură 
necunoscute, astfel cá nedeterminarea statică este ridicată. 


,undejz1...n 
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^ EXEMPLE DE CALCUL 


ËH Exemplul 3.7: Pentru sistemul static nedeterminat din figura 3.26, se cere trasarea 
diagramelor de eforturi. 


a) 


P=200 kN 
À = 50 kN/m | 
Pe. | 2Ely AG) Ey 


£ 


2 ` 2m 3m 4m 


Figura 3.26 


Rezolvare 


1°. Se stabileşte gradul de nedeterminare statică: 
n=(1:1+2:0+3.1)-3-1=1 
Sistemul este deci o dată static nedeterminat fiind necesară suprimarea unei 
singure legături. 
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2^. Зе alege sistemul de bază din figura 3.26,b obţinut prin suprimarea gradului de 
“bertate corespunzător rotirii din încastrare. Se obține astfel o grindă simplu rezemată 
încărcată cu forțele date şi reacţiunea X4 (moment concentrat) corespunzătoare legăturii 
simple suprimate. 
Reactiunile sistemului de bază se obţin din ecuațiile de echilibru static: 
Ум, =0; 7% - Х, –200:3+50.2.1=0 
УМ, =0; 7У, +X, –200:4-50.2.8 = 0 


Rezultà: 
X, 
V, = 228,57 - 7 
V, = 7143+ = 


3° Se aleg trei intervale de variație a momentului (figura 3.26,с), şi se scriu cele trei 
expresii analitice ale acestuia; 


(1) x e [0; 2] 

М(х) = Nu да 
(Il) x e [2; 5] 

M? (x) = (50 -2)- (x -1)+ (22857 -5.(x -2); 
(1)х e [0; 4] 


M'?(x) = -X, (7143 — ©). х; 


4^.  Secalculeazá expresia derivatei fiecărui moment în raport cu necunoscuta X4: 


——=0 0; 2 
ӘХ, х є [0; 2] 
Ш 
aM (x) __х-2 х є [2; 5] 
0 X, T 
Ш 
EM Хх. х e [0; 4] 
0X, rd 
5° бе impune condiţia ca rotirea in reazemul B să fie nulă; pa se exprimă cu relația 


(3.36): 


2 
Pg = ET [25 e) ojx + 


5 
+ : —100-x + 100 + 228,57 -x — Жж — 45744 + zx J[-* = 2 ак 
EJ, i 7 7 


T X, x 
* E, (мз + x) = x| E ) dx 
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Tx.[42857 - X- «(Ex - 38744] . (2 — x)dx + 
ka 2 М a pl ЖА 


E 
x 
et 7143 + = ЕЗ 


je [- 128,57 + x. x [25748 - =e - = «asra«] ac 


y2 


PE J Tu 2] X, X 1 
=:Х,-714,28 | d 2.110,20 + — |= ZI == = 7143 \ 
=. ($ X,-71428 | dx + ——- || х | o4 Ze кү Tee TIAS К 


уо 


1 X.) xf 4 ) х? 

e Е... 4. SEI. #2. кы 
+—_1—||102о + ^+ ор, 2% тааз) | + x, e = 

E-l, 49) 3|, 7 , 3 чч 


E —707413 *129.X, | 7-(-35387 + 215 X,) е 16,34. X, – 3184,22 
TEA, T-E4, TEI, 
3184,22 
16,34 

Astfel, s-a ridicat nedeterminarea statică. 
Diagramele de eforturi se trasează acum prin metodele cunoscute de la sistemele 
static determinate (figura 3.26,d). 


Din condiția o, -0 — X, = = 194,87kN -m 


3.2.3.2. Analiza SSND utilizând metoda fortelor (sau metoda eforturilor) 

La baza acestei metode stă observația că deplasările reale în punctele SSND în 
care au fost suprimate legături si unde au fost introduse forțe de legătură, pe directia 
acestor forte, sunt nule. 

În cazul acestei metode, cele n ecuații (corespunzătoare celor n forte de legătură 
necunoscute; X4, Xs, ..., Xn ) se scriu sub forma: 

A, =Š; X4 t Sia: X, +... +D X ee +Š 8 X, +A, = 0 (3.41) 
unde i = 1...п. 
Semnificaţia termenilor din (3.37) este următoarea; 

A; = deplasarea totală a punctului SSND, pe direcţia forței de legătură 

generalizate X; ; 

8j = deplasarea punctului pe direcţia forței X, din acțiunea forței X; = 1, calculată 

pe SB; 

Ло = deplasarea punctului pe direcția forței X; din acțiunea forțelor exterioare 

date, calculată pe SB. 
Calculul deplasărilor pe sistemul de bază (static determinat) se face de obicei cu 
formula Maxwell-Mohr. 


Rezistența materialelor II 153 


Etape de calcul pentru ridicarea nedeterminárii statice a unui SSND, utilizând 
metoda fortelor: | 


1. Se stabileşte gradul de nedeterminare statică al structurii: 
п= (1.65 +2.А +3.1)-3-МВ. 
2s, După o atentă analiză a avantajelor ce le-ar putea oferi în calcul, se alege un SB 
(prin eliminarea a n legături simple şi introducerea în locul acestora a forțelor de legătură 
necunoscute X, X2, ..., Хь). 
3°.  Setraseazá, pe SB ales, diagramele de moment incovoietor: 
Mo, - din fiecare forță elementară dată (prin suprapunere de efecte); 
k 2 1...m, unde m = nr. de forte elementare. 
m, - din forta de legătură X, 21; i=1...n. 
4° Se calculează coeficienţii 8; si Aio, folosind formula Maxwell-Mohr, regula de 
integrare a lui Veresciaghin si tabelul 3.1. 
Rezultă: 


„1 E 
Ag = fg m-dx- fg e m, £M, «m, 4... M, m )dx 


5°. Se formează si se rezolvă sistemul de n ecuaţii având ca necunoscute reactiunile 
static nedeterminate X,, definit de ecuaţiile: 
A, =0 , си i=1...n 


AQ =. by X + 56: + + DX, Bon + SX + As 0 


A = 8-Х, + 06,X, Bo. + SX +... + BQ$XS. + An 0 (3.42) 
Á, = 9,9X, + 560 +  * быз, + & +. А + Á, = 0 


Prin rezolvarea sistemului de ecuatii (3.42), se obtin valorile celor n necunoscute 
X,, Xs, ..., Xn şi astfel nedeterminarea statică este ridicată. 


^ EXEMPLE DE CALCUL 


@ Exemplul 3.8: Se cere ridicarea nedeterminárii statice a sistemului din figura 3.27 
(analizat anterior prin aplicarea teoremei lui Menabrea), utilizând metoda forțelor. 
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P=200 kN P=200 kN 
q = 50 kN/m q = 50 kN/m 
ш шш Y 
ts $ 
Pa 2-E-ly EM РА 
e ` Pm F J Lond 


ук К K Ў 
2m 3m 4m 2m 3m 4m 
a) b) 
Figura 3.27 
Rezolvare 


1°. Se stabileşte gradul де nedeterminare statică: 
п=(1-1+2.0+3-1)-3-1=1 
2°. бе alege sistemul де bază (figura 3.27,b) 
3° Ре SB se trasează diagramele de moment încovoietor din forțele date (fig. 3.28 a, 
b) şi din forța generalizată X: (fig. 3.28 c). 


P=200 kN 


Figura 3.28 
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4°.  Secalculeazá coficientii 6j; şi Ajo: 


[4 
1 
$,, = |— m,-m,dx 
11 le; 1 1 


111 2 7 
ön = Eie (9: d E | e» =3 


t1 
Aq = [|= Ме +M,,)-m dx 
0 y 


1 |1 1 1 (1 2.400 2 3 
E EIER EI 


y 


1 (1 2.400 3) 1 (1 2.400 1 í 4 
EP Be a al |; St m CU REA К AP ЕЛ РАЖ УТ o 
tE, Ë 7 J | Эш 5 7 | E | 3] 


5° În acest caz, sistemul (3.42) contine doar ecuația: 
A, = dum X, +A, =0; 
Deci И .X, = 45476 - 0 — X, = 194,90 kNm 
Se observà cà rezultatul obtinut prin aplicarea metodei fortelor este identic cu cel 
obținut prin aplicarea teoremei lui Menabrea, dar că această metodă este mult mai 
expeditivă. 


LJ Exemplul 3.9: Sà se traseze diagramele de eforturi pentru grinda din figura 3.29. 


P 
q 


Figura 3.29 


Rezolvare 


1. Se stabileşte gradul de nedeterminare statică. Aplicând formula (3.32.b) 
n = (1.RS +2-A +3.Î)-3.:NB se obține n = 3. Observând că toate forțele ce 
acționează sunt verticale, rezultă cá reactiunile orizontale sunt nule şi, implicit, gradul de 
nedeterminare statică scade la n = 2 . De fapt, gradul de nedeterminare statică reflectă 
numărul reactiunilor ce excede numărul de ecuaţii de echilibru static ce pot fi scrise; în 
cazul plan, acest număr fiind 3, rezultă cu uşurinţă că numărul de reactiuni suplimentare 
este 2. 
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2°, Alegem sistemul de bază din figura 3.30.a, obţinut prin suprimarea rotirilor din 


încastrări. 
3*.  Setraseazá diagramele de momente 
- din forțele date 


Mo: — din forța concentrată P (fig. 3.30,b) 
Мег — din forta uniform distribuită q (fig. 3.30,c) 
- din forțele generalizate X=1 

m: — din X421 (fig. 3.30,d) 

ma — din X571 (fig. 3.30,e) 
4*.  Secalculeazá coeficienţii 841 (integrând (m4) cu cu el însuşi), 842 = 621 - integrând 
(m4) cu (mz), 822 - integrând (m2) cu el însuşi şi ^1o respectiv A2 - integrând ambele 
diagrame Mo cu (m:) şi respectiv cu (mz). 


P 


X X2 


b) 


с) 


d) 


ql 
т TI 


Figura 3.30 
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Bi 
lI 
m 
= 
s 


Nja №2 Mi 
— 
| 
— 
— 
^s 
"ЖА 87 
— 
[^ TE 
кыз 
«3 
— 
¿J 
II 
о 
- 
m 
“м 


= 


P 

© 

II 
m 
= 
y— ' 


ER co Gp CI 


y 
1 (2 q. 1 1 P.a.b l d 
A= UM ELA. n Po SE KT A 3.b) + b-2.pl-——. St 
ET Ë 8 | Ë ( ) Е, l-a + 3-b) « b-2-b]- 724 


о wi 
% 


3 
EE. [Ez . (а? eid 


6-E.l, 

A -g- (3 035 4). $5) ЕТ = a). (4 А 
еВ XS. N 3» 8 (j| E, 2 и 3 4 
tig uu III ] i Pab а? 

кее» 0 2 = Chi [ы +3- 2. -zr 45- 
E, (3 p lz ЄЎ EL T а ый. АА а] 24 


1 P-a-b 9:2 
| 7 - (p? +3-ab + 2+] 


5° Зе formează sistemul de ecuații: 


õa X, + pX, + Ag = 0 
aX + $.Х, + åy = 0 
3 
Bit de AV = 285. (à? 43.a-b«2.b?) - Li = 0 
| .a: ‚23 
C + 2.0. – Ex . (2a?+3-a-b+ b?) — ai a. 
Prin rezolvarea sistemului de ecuatii obtinem: 
P.ab? q: 
мее 
P.a^.b а-/? 
<= a 12 


Vom face acum următoarele particularizări: 
(1) dacă P = 0, atunci 
4: 
12 
iar momentul la jumătatea deschiderii va fi: 
q . 


X =X, = 


M. = 


"ur 
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(2) dacă q=0 şi a=b= >, atunci 


P-# 
= Xe 
X, = X, 4 
iar momentul Іа jumătatea deschiderii va fi: 
M, =0. 


q 


Figura 3.31 


Diagrama de momente finală se obține prin suprapunerea diagramelor (1) si (2) 
din figura 3.31, sau particularizând valorile a, b, £ si P, q şi trasând diagramele де 
eforturi pe sistemul de bazá. 

Considerând q= 30kN/m, P-100kN, a = 2m, b = 4m si /=6m, obținem: 

2 
Х, = ию „эге =17889 kNm 
 100-27.4 30.6? 


d gw * 12 


—13444 kNm 
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X, = 178,89 X, = 134,44 
kN-m 


30 kN/m kNm 


4m 
= 164/07 
4 104,07 
ii 
d T 


100 kN 


V, = 115,93 


178,89 


Figura 3.32 


Ум, = 0; 6V, – 134,44 + 178,89 - 30.6.3-100.2=0 — V, =115,93kN 
Ум = 0; 6V, +134,44 – 178,89 - 30-6.3 – 100-4 2 0 — У, =16407kN 


ао 


„ 7 16407-1135 -178,89 -100 -0135 30.1135 M3 = 138,58kNm. 


Diagramele de eforturi sunt reprezentate in ts 3.32. 


0 Exemplul 3.10: Sá se determine forta capabilă pentru grinda din figura 3.33 


= 7.590 ст“ 
alcătuită din profil 128 „Se dă R=210 N/mm?. 
A = 542 ст? 


Figura 3.33 
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Rezolvare 


Se ridică mai întâi nedeterminarea statică a grinzii. 
1*5. Grinda este о dată static nedeterminată. 
2°. Зе alege sistemul de bază din figura 3.34.a, prin suprimarea reazemului simplu 
din A. 
3°. Ре SB se trasează diagramele de momente din forțele date (Mo; şi Moz — figura 
3.34,b şi c) şi diagrama ma din X:=1 (figura 3.34,d). 
4°. Se calculează coeficienții: 


э. 54 š dx =—|—:6:6:=.6+—:6-5.=6 
94 EI, Im. m, : ax El, E 3 2 3 56|- EI, 


Ao -gr M. т, ‘dx + w m, e- 


1 1 2 2 
5.5.3— -.3P-5.* 6-7.3P-3-3- 7.3P.3. 3 
"els ae 2 3 2 Ju 


= gi „250 - 52,5P) 
5° Sistemul contine o singură ecuație: 
nX, +A, =0. 
După simplificarea rigiditátii (Ely), rezultă: 
132Х;=52,5Р-1.250 


b) 


с) 


Figura 3.34 
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şi astfel reacţiunea căutată este: 
X, = 0,3977 -P — 9,4697 . 
Pentru stabilirea forței capabile se parcurg în continuare aceleaşi etape de calcul 
ca şi la încovoierea simplă a grinzilor static determinate. 
6*. Din condiţia de rezistență se determină momentul capabil al secțiunii barei: 
Map = W,-R = 542.-10*.210.10* =113,82kNm. 
7°. “Se evaluează momentul în secțiunile periculoase prin suprapunerea efectelor din 
forțele date şi forța de legătură Х,: 
- în secţiunea E (la jumătatea distanței BC): 
M, =125-15.P-3X, =125-15.P-3(0,3977-P - 9,4697) 
Me = (153,4091— 2,6931- P) kNm; 


- in sectiunea B: 
M, = -3 -P + 6X, = -3 -P  6(0,3977 -P — 9,4697) 
М, = (-0,6138.P —56,8182) kNm. 


P = 92,86 kN q = 40 kN/m 


ак | 77 


bis 
a 


Figura 3.35 


8° Зе pune condiția ca momentul în sectiunile periculoase să nu depăşească 
valoarea momentului capabil al secțiunii: 
M <Ma 
Rezultă: 
- în secțiunea E 
153,4091- 2,6931.P| < 113,82 
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153,4091— 2,6931.P < 113,82 — P.a > 14,70 kN 
—153,4091+ 2,6931-P < 113,82 — P.a < 99,22 kN 
- in sectiunea B 
|-0,6138 -P —56,8182| «113,82 
—0,6138.P —56,8182 < 113,82 — P.,, 2 -278,0 kN (nu convine) 
0,6138. P + 56,8182 «113,82 — P.a < 92,86 kN 
Dintre toate soluţiile obținute se selectează valoarea minimă şi pozitivă, 
rezultând: Pcap=92,86 kN 
Diagramele de eforturi pentru P=Pcəp sunt trasate in figura 3.35. 


PROBLEME PROPUSE 


& Problema 3.1: Pentru grinda din figura 3.36 se cere să se determine săgeata şi 
rotirea la jumătatea deschiderii şi în capătul liber. Se dă (Elj21,2-10'?) N:mm?. Se 
recomandă aplicarea formulei lui Maxwell-Mohr. 


q = 60 kN/m Р = 200 kN 
(5) © > 
2m 3m 3m 
Figura 3.36 


Ráspunsuri: 
We = 15mm, Фе = 0,0025 radiani; w, = —27,5mm, o = –0,0108 radiani. 


& Problema 3.2: Pentru grinda simplu rezematá din figura 3.37 să se determine 
ságetile in sectiunile C,D si F. 


2да 


4а 4а а 


Figura 3.37 
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Răspunsuri: 


3 3 3 
= 37,331; w, = 6,33 Ч°—; и, = 2645. 
9 са Wika S 


Y 


€* Problema 3.3: Să se determine săgeata totală la jumătatea deschiderii şi în capătul 
liber pentru pana de acoperiş din lemn din figura 3.38. 
Se dau: b=12 cm, h=20 cm, Е=10* N/mm?. 


h = 20 cm 


Figura 3.38 


Răspunsuri: 
fe = 21,92тт ; f, = -12,80mm. 


& Problema 3.4: Sá se traseze diagramele de eforturi pentru grinda static 
nedeterminată din figura 3.39. 


Р = 120 kN 


q = 30 kN/m 


3m 3m 3m 


Figura 3.39 


Ráspunsuri: 
M, = —202,5kNm; M, = +146,25kNm ; M, = —135kNm. 
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é* Problema 3.5: Să se găsească valoarea forței capabile care acţionează grinda dublu 
încastrată cu secţiune “T” din figura 3.40. Se dă: R=210 N/mm? 


чы 


200х14 mm 
—TT 500x8 mm 
` ' 


<-. 


Figura 3.40 


Ràspuns: 
Q. = 2155kN/m. 


& Problema 3.6: Să se dimensioneze din profil 1 (R=210 N/mm2) grinda static 
nedeterminată din figura 3.41. 


q = 30 kN/m 
E > @ m ea 


Figura 3.41 


Ráspuns: 
Mia, =135kNm — profil 130. 
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Capitolul 4 


BARE SOLICITATE PESTE LIMITA DE 
ELASTICITATE 


4.1 PROPRIETĂȚILE MECANICE ALE MATERIALELOR ŞI 
IPOTEZE DE CALCUL 


Analiza stării de solicitare a barelor realizată în capitolele anterioare a admis, ca 
ipoteză de calcul, comportarea liniar elastică a materialului. Astfel, legea constitutivă se 
exprimă prin relația 

o=E-s (4.1) 
relație cunoscută ca legea lui Hooke (figura 4.1,a) 

S-a considerat ca stadiu limită elastic starea de solicitare în care tensiunea 
extremă într-un punct este egală cu valoarea rezistenței de calcul a materialului. 

Comportarea materialelor până la rupere este descrisă de diagrama с—< 
schematizată (curba caracteristică). În figura 5.1 sunt reprezentate aceste curbe 
schematizate corespunzătoare unui material elastic ductil (figura 4.1a,b) respectiv 
casant (figura 4.1,c) 


a) material ideal b) material ideal c) material ideal elastic 
elasto-plastic elastic cu consolidare 
Figura 4.1 


Se poate observa că în cazul materialelor ductile cu stare de deformare 
neomogenă pe secțiune, atingerea stării de curgere într-un punct nu implică, în general, 
stadiul de rupere (cedare). Aceeaşi observaţie este valabilă şi pentru sistemele static 
nedeterminate. Se pune astfel în evidență o rezervă de rezistență în raport cu stadiul la 
care se face dimensionarea. 

Pentru analiza comportării barelor peste limita de elasticitate se admit 
următoarele ipoteze: 

(a) Relaţia tensiuni — deformatii este exprimată prin modelul ideal elasto — plastic 
(curba lui Prandtl, figura 4.1,a); se adoptă deci comportarea liniar elastică 
până la curgere urmată apoi de comportare perfect plastică (E=0) până la 
cedare; 


—- U sI . 
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(b) Deformatiile sunt mici până la cedare (liniaritatea geometrică a problemei); 

(c) Ipoteza lui Bernoulli (a sectiunilor plane), pentru bare fără slăbiri de secțiune. 
În consecință, distribuţia deformatiilor specifice pe secţiune în stadiile post — 
elastice este asemenea celei din stadiul elastic. 

Analiza stării de solicitare într-o secţiune şi evoluția acesteia până la cedare, 
relevă existența mai multor stadii de solicitare: 

* stadiul elastic in care toată secţiunea lucrează în domeniul elastic 
(e<s., o <6,); 

* limita stadiului elastic este reprezentată de stadiul curgerii de fibră definit prin 
faptul că, în punctul cel mai solicitat al secțiunii, apare curgerea {к ==, Si Omay = 6, ). 
Restul secțiunii lucrează în domeniul de comportare elastică. 

Observaţie: mărimile geometrice şi fizice corespunzătoare acestui stadiu se 
notează cu indicele "c". 

* stadiul elasto-plastic apare atunci când o parte a secțiunii lucrează în 
domeniul de comportare elastic (= < є, şi с < o, ), iar alta în cel plastic (є > є,, с=с,). 


Observații: 
(1) După atingerea valorii de curgere, tensiunile se plafonează (c = с,) 


până la rupere (cedare). Pentru asigurarea echilibrului, au loc redistribuiri de 
tensiuni pe secțiune; la sistemele static nederminate au loc redistribuiri de 
eforturi între secțiuni. 

(2) Depásirea stadiului de curgere implică apariția deformatiilor plastice 
(remanente). La descărcarea completă a barelor solicitate peste limita de 
elasticitate rămân deformatii remanente şi, implicit, tensiuni remanente in 
secțiunile care au curs. Acestea din urmă formează un sistem de forțe 
autoechilibrat pe secţiune. 

* limita stadiului elasto — plastic este stadiul plastic, atins atunci când curg toate 
punctele secţiunii (e ze. şi c —c,). Acesta mai este numit şi stadiu de cedare sau 


stadiu limită. Din punct de vedere mecanic, atingerea acestui stadiu corespunde cu 
pierderea unei legături simple. 

Observații: 

(1) Mărimile geometrice şi fizice corespunzătoare acestui stadiu se 
notează cu indicele "pl". 

(2) Pierderea unei legături simple este echivalentă cu dobândirea unui 
grad de libertate suplimentar. În acest stadiu, sistemele static determinate se 
transformă în mecanisme şi cedează. 

Sistemele static nederminate se transformă în mecanisme numai atunci când 
stadiul plastic a fost atins într-un număr de secţiuni egal cu gradul lor de nedeterminare 
plus unu. 

Vom considera în continuare ca stadiu de cedare (limită sau ultim) al unei 
structuri stadiul în care îşi pierde proprietatea de indeformabilitate geometrică şi se 
transformă în mecanism. Acesta va fi numit mecanism de cedare iar forțele care il 
produc vor fi numite încărcări limită şi notate cu indicele “lim”. 


Rezistența materialelor 11 167 


4.2 ANALIZA POST - ELASTICĂ A STĂRII DE SOLICITARE 
PE SECȚIUNE 


4.2.1 SOLICITAREA AXIALĂ ÎN DOMENIUL POST-ELASTIC 


Starea de deformatie într-o secțiune solicitată axial în stadiul elastic este uniformă 
(figura 4.2,a). În stadiul curgerii de fibră, distribuția deformatiilor specifice este, conform 
ipotezei (c) asemenea celei din stadiul elastic (figura 4.2,b), ceea ce implică faptul că 
fenomenul de curgere apare simultan în toate punctele secțiunii. 


Figura 4.2 


Se observă că atingerea stadiului de curgere de fibră coincide cu atingera 
stadiului plastic. Efortul plastic este 
N, =N. =A:o, (4.2) 


N 
Sectiunile solicitate axial nu au rezervă de rezistență, raportul x fiind unitar. 


Atingerea efortului plastic Мы într-o secțiune a unei bare static determinate solicitată 
axial presupune transformarea acesteia în mecanism; bara se deformează fără a prelua 
efort suplimentar până la cedare (atingerea deformatiei specifice ultime e, ). 


4.2.2 ÎNCOVOIEREA POST-ELASTICĂ 


În secţiunile. barelor incovoiate în domeniul elastic, distribuția deformatiilor 
specifice liniare este liniară (figura 4.3,a). Curgerea apare mai întâi în fibra extremă, 
restul secţiunii lucrând în continuare în domeniul elastic (figura 4.3,b). Efortul 
corespunzător stadiului de curgere de fibră este 

M, = W, -с, (4.3) 
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b) c) 


o @ © 


fmi Ec Om Gc 


© 


€ 0, Grat = E s Ма, Emma PE Te 
stadiul elastic stadiul curgerii de fibra. | _ stadiul elasto-plastic 
M<M, M.=W,- o, M, < Map < Ma = Е 
Figura 4.3 


Pentru eforturi М> М,, secţiunea se comportă partial elastic si partial plastic 
(figura 4.3,c). Se poate remarca procesul de plastifiere, care se propagă dinspre fibra 
maxim solicitată. Pentru asigurarea echilibrului, au loc redistribuiri de tensiuni pe 
secțiune şi axa neutră își modifică poziția față de stadiul anterior al curgerii de fibră. 

Stadiul plastic este reprezentat în figura 4.3,d. Întreaga secţiune se consideră, în 
mod idealizat, a fi în curgere. Din condițiile de echilibru 


N= [o,:dA=0=A =A, 


şi 
M, = fo. -z-dA M, = о [ал+ EA | 
rezultà cà 
(a) axa neutră (пр - np) în stadiul plastic împarte secțiunea în două părţi de arie 
egală; 
(b) momentul plastic poate fi exprimat sub forma, similară stadiului elastic 
M, = W, ·5, (4.4) 


unde W se numeşte modul de rezistență plastic şi se calculează ca sumă 
a momentelor statice corespunzătoare ariilor egale A; şi Ac separate de axa 
neutră (пр-пр): 

W, =S.+S, (4.5) 

Atingerea stadiului plastic într-o secțiune a unei bare încovoiate este echivalentă 
din punct de vedere mecanic cu formarea unei articulații plastice, deoarece rotirea se 
poate produce liber şi secțiunea funcționează ca o articulație. Articulația plastică se 
deosebeşte de articulația structurală prin următoarele: 

* rotirea se face sub moment constant M=M,, (în articulațiile structurale avem 
M=0); 

* rotirea se produce numai în sensul în care articulația plastică s-a format (nu 
este reversibilă). 

Rezerva de rezistenţă a secțiunii unui element încovoiat se exprimă prin 
valoarea raportului dintre eforturile corespunzătoare stadiului plastic şi limita stadiului 
elastic (curgerea de fibră): 

M, W, 


*" Wu w, 


(4.6) 
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numit şi coeficient de adaptare plastică a secțiunii. Valorile acestuia pentru secțiuni 
uzuale sunt: 


* secțiune dreptunghiulară : a = 15 
* secțiune circulară 3 a =1,7 
* secțiune simetrică | : о = 117. 


# EXEMPLE DE CALCUL 


L3 Exemplul 4.1: Să se determine rezerva de rezistență pentru secțiunea din figura 4.4. 
200 x 14 mm 


Figura 4.4 


Rezolvare 


a) Caracteristici geometrice în domeniul elastic: 
1°. Зе determină poziţia axei neutre (n —n) 
ca 20х14х0,7 +50 x 0,8 x 26,4 

> 20x14+50x0,8 


2°.  Secalculeazá modulul de rezistență ( W, ): 


20x14° 0,8 x 50? 
LT 
19.21656 
w. = 1921999 ` siom. 
y” 3558 as 


= 15,82cm 


| +0,8 х 50х 10,582 = 19.216,56ст“ 


b) Caracteristici geometrice în domeniul plastic (figura 4.5) 


A, 200 x 14 mm 
t 


Figura 4.5 
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1°. Se determină poziția axei neutre (ny —np) din condiția ca 
A 
А,=А„=— 
1 2 2 
А =20x14+50x0,8 = 68cm? 
А, = x, :0,8 E — x, = 42,5cm. 
2°.  Secalculeazá modulul de rezistenţă plastic 
W, = S; +S, 
S, =20x14x82+75x08x 75 = 25241cm° 


2 
S, =425х08х E = 722,5cm* 


W, = 252,1+ 722,5 = 974,6ст?. 
c) Rezerva de rezistenţă a secțiunii este 


Observaţie: pentru secțiunile nesimetrice, valoarea coeficientului œ este mai 
mare decât la cele simetrice cu aceeaşi arie. 


4.3 DETERMINAREA ÎNCĂRCĂRILOR LIMITĂ 


Calculul structurilor în domeniul plastic are ca obiective principale: 

* stabilirea mecanismelor de cedare si a încărcărilor care le produc numite 

sarcini limită; 

* stabilirea stării de eforturi în diferite stadii de lucru (curgere de fibră, elasto- 

plastic sau cedare); 

* evaluarea rezervelor de rezistenţă ale structurii. 

Este necesar să evidentiem faptul că structurile static determinate cedează la 
formarea primei articulaţii plastice (în cazul solicitării la încovoiere) sau la intrarea în 
curgere a primei bare (pentru sisteme alcătuite din bare solicitate la efort axial). 
Structurile static nederminate cedează după formarea unui număr de (n-1) articulații 
plastice sau intrarea în curgere a (п+7) bare, n fiind gradul de nedeterminare statică al 
structurii. 

Analiza structurilor în domeniul post — elastic se bazează pe următoarele ipoteze: 

+ în oricare stadiu de lucru al structurii sunt satisfăcute coditiile de echiibru static, 

exprimate pe forma nedeformată a structurii; 
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* condiția de elasticitate (exprimată prin c < o.) se înlocuieşte cu condiția de 


plasticitate, care exprimă faptul că eforturile din articulațiile plastice (М) sau 
din barele solicitate axial aflate în curgere (Мы) rămân constante după formarea 
acestora; 

* cedarea survine în momentul când mecanismul de cedare este format. 

Studiul comportării structurilor peste limita de elasticitate se poate face cu ajutorul 

a două metode pricipale: 

* metoda biografică (statică), care analizează evoluția stării de solicitare 
considerând valori crescătoare ale încărcărilor până la cedare; 

* metoda cinematicá care permite determinarea expeditivă a sarcinilor limită. 


4.3.1 METODA CINEMATICĂ 


Metoda cinematică este o alternativă practică, rapidă şi eficientă pentru stabilirea 
încărcărilor limită. Dezavantajul metodei constă în faptul că nu permite analiza 
comportării în stadiile anterioare cedării. 


Aplicarea metodei cinematice presupune următoarele etape principale de calcul: 

(1) Se presupune format mecanismul de cedare; 

(2) În faza imediat premergătoare cedării, se exprimă echilibrul structurii prin 
aplicarea Principiului Lucrului Mecanic Virtual (PLMV — paragraful 3.1.2); 
din ecuațiile de lucru mecanic virtual rezultă valorile încărcărilor limită. 

În continuare se vor detalia cele două etape principale de calcul: 


(1) Precizarea mecanismului de cedare 
(1a) — se stabileşte gradul de nedeterminare al structurii (n) şi se introduce 
un număr de (n+1) articulaţii plastice. T 
Poziția articulaţiilor plastice este arbritará, totuşi se tine cont de faptul că 
acestea se formeazá in sectiunile cu eforturi extreme. Astfel, cele mai probabile 
pozitii ale articulatiilor plastice sunt: 
* în secțiunile de incastrare; 
* in nodurile structurilor de tip cadru; 
* in secțiunile unde sunt aplicate forte concentrate; 
* |a jumátatea deschiderilor pe care actioneazá forte distribuite. 
Observaţie: De multe ori este posibilă formarea mai multor mecanisme de 
cedare. În acest caz se vor forma şi studia toate mecanismele de cedare 
posibile. 
(1b) — se calculează caracteristicele geometrice ale secțiunii in 
domeniul plastic şi eforturile corespunzătoare secliunilor plastificate (№. sau Mp). 
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(2 ) Aplicarea Principiului Lucrului Mecanic Virtual 
(2a) — se dă sistemului o deplasare virtuală cinematică admisibilă (în 
general unitară), astfel încât tronsoanele de bară cuprinse între două articulații 
(plastice sau structurale) să se deplaseze ca şi corpuri rigide (în care nu apar 
eforturi); 
(2b) — se scrie ecuaţia lucrului mecanic virtual 
ôL, = 8L, (4.7) 
Pentru scrierea acestei ecuații se vor lua în considerare următoarele: 
* pe tronsoanele de bară dintre două articulaţii, efectuează lucru mecanic numai 
eforturile din articulațiile plastice în care apar rotiri sau din barele solicitate axial aflate în 
curgere. Alte forțe interioare (eforturi) nu apar, deci 


BL, =-öL; =) M, :0 +N. Ak (4.8) 
i k 


unde: j=1,n+1 reprezintă numărul articulației plastice 
0, este rotirea articulației plastice j din deplasarea virtuală impusă 


k =1,m+1 reprezintă numărul barei solicitate axial aflată în curgere 
A, este deplasarea corespunzătoare barei k din deplasarea virtuală impusă. 


Observație: lucrul mecanic interior este întotdeauna o mărime negativă; în 
consecință lucrul mecanic al tensiunilor va fi întotdeauna pozitiv. 

* lucrul mecanic exterior este produs de toate încărcările date (forte concentrate 
sau distribuite, respectiv momente concentrate) prin deplasările corespunzătoare 
(translatii sau rotiri): 


8L, Xn Z| famas] xs 0 (4.9) 
[ T Xa k 


unde: Pj — este fortë concentrată 
Wi — deplasarea wi pe directia fortei P, datorate deplasárii virtuale impuse 
q, — forță uniform distribuită 


w,(s) — deplasarea tronsonului de bară pe care acţionează q, 
M,  — moment concentrat 
6, - rotirea tronsonului de bară pe care acționează M . 


Observație: integralele se pot efectua cu regula lui Vereşciaghin 
(2c) — prin rezolvarea ecuaţiei de lucru mecanic virtual (4.7) rezultă valorile 
sarcinilor limită corespunzătoare mecanismului de cedare considerat. 
Observație: Dacă sunt posibile mai multe mecanisme de cedare, se vor obține 
sarcini limită corespunzătoare fiecărui mecanism studiat. Mecanismul de cedare real 
este cel pentru care s-a obţinut sarcina limită minimă. 
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4.3.2 SISTEME DE BARE SOLICITATE AXIAL 
4.3.2.1. Sisteme static determinate 


^ EXEMPLE DE CALCUL 


Exemplul 4.2: Pentru sistemul articulat de bare din figura 4.6 se dà: 
а = 30°, p-45? 
А, =5cm?, А, =0,8А, 
с, =250N/mm?. 


Se cere sà se stabilească valoarea sarcinii limită Р. 


Figura 4.6 


Rezolvare 

Sistemul este static determinat, deci cedarea poate apare prin intrarea în curgere 
a barei 1 sau 2. 

Din condiţiile de echilibru static rezultă eforturiie în barele sistemului 


D. =0 à sina = №, sinB Ë -1366.P 
$220 N,cosa +N, cos ñ = P N, =0,966.Р 
iar eforturile plastice sunt: 
№. = A,: o, =5-102x250x10 = 125kN 
№2 = А, :с, = 08-5-10* x 250x 10? =100kN. 
Cedarea sistemului se poate produce prin intrarea in curgere a barei 1: 
N, = №, > 1366P” = 125 = P” = 915kN 
sau prin intrarea in curgere a barei 2: 
N, = № > 09668,2) = 100 = Р?! = 103,5kN. 
Mecanismul de cedare real corespunde valorii minime a forței limită calculate, 


deci 
P = min(P®; P ) = 945kN, 
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cedarea producându-se în urma curgerii barei 1. 


4.3.2.2. Sisteme static nedeterminate 


EXEMPLE DE CALCUL 


Ш Exemplul 4.3: Se consideră sistemul de bare articulate din figura 4.7. Știind 
cá toate barele sunt confectionate din acelasi material c. E 250N/ mm?) si au aceeasi 
arie (A), se cere să se stabilească valoarea forței limită Pj. 


a) b) c) d) 


Figura 4.7 


Rezolvare 
Sistemul este o datà static nedeterminat. Mecanismele de cedare se obtin prin 
intrarea in curgere a douà bare. 
Mecanismul 1 - format prin intrarea in curgere a barelor (1) si (2) (figura 4.7b). 
Echilibrul limită al nodului O se exprimă printr-o ecuaţie de proiecție pe verticală: 
P-o,:A-c,:A-sina = 0 


unde; йо = Н -06 . 


Rezultă: 
P? 216-o,-A. 
Mecanismul 2 - format prin intrarea in curgere a barelor (1) si (3) (figura 4.7c). 
Echilibrul structurii se exprimá printr-o ecuatie de momente in raport cu nodul B, 
astfel încât efortul necunoscut din bara (2) sà nu intervină : 


YM.-0; P2.4-0,:A:4-0,:A:3=0 


Rezultă: pi =7-о,-А=175-о,-А. 
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Mecanismul 3 - format prin intrarea in curgere a barelor (2) si (3) (figura 4.7d). 
În acest caz, creşterea sarcinii verticale P este preluată de bara (1) până la 
intrarea în curgere a acesteia. 


N, =o; -А. 
Scriind echilibrul la limită a nodului O printr-o ecuație de proiecţie pe verticală 
rezultă: P?! =c.-A+0,:A:sina 
şi P? =16-0.-A. 


Se observă că sarcina limită corespunzătoare plastificării celor trei bare este 
inclusă în cazurile analizate anterior. 
În concluzie, sarcina limită este 
P, = min[P^,P/?)- 16-6, -A 
iar mecanismul de cedare real este mecanismul 1, format prin intrarea în curgere a 
barelor (1) şi (2). 


Ci Exempiui 4.4: О bară de rigiditate infinită este solicitată de o forță concentrată P 
care acționează la jumătatea deschiderii ei şi suspendată în capătul din stânga cu 
ajutorul unui tirant având A, = 3.А şi tensiunea de curgere с,. Capătul din dreapta al 
barei se realizează în două variante de prindere: 

a) articulat (figura 4.8,a) 

b) suspendat prin intermediul a trei tiranti de arii egale A, = A, = A, = А, dispuşi 

simetric, având aceeaşi tensiune de curgere c, ca şi tirantul AD; a = 30°. 

Să se determine forța limită şi mecanismul de cedare pentru cele două cazuri de 

rezemare. 


Figura 4.8 
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Rezolvare 
a) Cazul barei suspendată-articulată 
Sistemul este static determinat, fiind posibil un singur mecanism de cedare prin 
intrarea în curgere a tirantului (1); 
N, =N, =с, -(3:А)=3:с, A 


Echilibrul limită al sistemului se poate exprima prin ecuația de momente: 
УМ, =0 : 3:o,.Ax2.a-P,xa-0 


de unde rezultă sarcina limită : 
P =6. с. ' A. 
b) Cazul barei susținută prin 4 tiranti 
Sistemul este o dată static nedeterminat; mecanismul de cadre se formează, 
teoretic, prin intrarea în curgere a doi tiranti. Din configuraţia sistemului rezultă însă 
câteva particularități: 
- datorită faptului că trei tiranti concură într-un punct (C), intrarea în curgere a 
tirantului AD conduce la formarea unui mecanism de cedare ; 
- din simetria dispunerii tirantilor 2,3 şi 4 rezultă egalitatea eforturilor 
N, = №, „ceea ce înseamnă că cei doi tiranti vor intra în curgere simultan; 
- intrarea în curgere a tirantilor inclinati 2 si 4 nu conduce la formarea unui 
mecanism de cedare deoarece eforturile pot fi preluate de tirantii verticali (1 si 
3) până la intrarea în curgere a unuia dintre aceştia. 
Din consideratiile de mai sus rezultă că sunt posibile două mecanisme de cedare: 
primul prin intrarea în curgere a tirantului AD si cei de-ai doilea prin intrarea în curgere a 
celor trei tiranti concurenți. 
* Mecanismul 1 (figura 4.9,a) 
Echilibrul limită se poate exprima printr-o ecuație de moment nul în punctul C: 


УМ. =0 :  3:0.:A:2a-P-a=0 В" =6.с,:А 


sau aplicând principiul lucrului mecanic virtual (metoda cinematică). În acest ultim caz se 
dă mecanismului o deplasare virtuală 5=1, cinematic admisibilă şi se exprimă 
egalitatea 


йй, ` В:5=3:9,:А-1 = BÉ =6-0,-A 


Observație: mecanismul de cedare este identic cu cel de la punctul precedent. 
* Mecanismul 2 (figura 4.9,b) 

Echilibrul limitá se poate exprima fie printr-o ecuatie de moment, fie prin aplicarea 
principiului lucrului mecanic virtual. 
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Mecanismul 1 


Mecanismul 2 


Figura 4.9 


УМ, =0 : 2:(0,:A-cosa:2a)+0,-A-2a-P-a=0 
— Р? = (2+4:с0830°). с, :А = 546.с,:А 
ТИ ТЩ В; =2-(6,'А оова) +о, А-1 


— Р@ – (2-+4.соѕа): с, :А = 546.с, :А 


Din analiza celor două mecanisme de cedare se obține că sarcina limită este : 
P, = min(P(”,P(2)= 5,46.с, A 
mecanismul de cedare real fiind format prin intrarea in curgere a celor trei tiranti 
concurenti (mecanismul 2) . 

Observaţie: dacă se măreşte aria tirantilor concurenți , se poate ajunge la situația 
în care mecanismele de cedare se formează pentru aceeaşi sarcină limită. Pentru 
aceasta este necesar ca : 

P/?-P'? adică 2-6.:A,=(2+4-cosa)-o.:A, 
şi rezultă aria tirantilor concurenți : 


2 


=—— A = 0,366:А,  (A,-3.A) 
244.cosa 


A; 
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Dacă A, < 0,366. A, , cedarea se produce prin mecanismul 2 (intrarea în curgere 
a celor trei tiranti concurenți ) şi dacă A, > 0,366.A, atunci cedarea se produce prin 
curgerea tirantului izolat AD (mecanismul 1). 


4.3.3 CALCULUL PLASTIC AL BARELOR DREPTE ÎNCOVOIATE 


4.3.3.1. Sisteme static determinate 


^ EXEMPLE DE CALCUL 


ED Exemplul 4.5; Pentru grinda din figura 4.10 , se сеге: 
a) Să se determine sarcina limită (Pı) aplicând metoda cinematică . Se dă : 
с, = 250N/mm* 


b) Să se stabilească rezerva de rezistenţă a grinzii. 


300 x 20 mm 


600 x 10 mm 


6m 4m 3m 


Figura 4.10 


Rezolvare 

a) Stabilirea sarcinii limită P, 

af) Determinarea caracteristicilor geometrice ale secțiunii in domeniul plastic (figura 
4.11,a) 


300 x 20 mm 


Figura 4.11 
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1. Se stabileşte poziţia axei neutre în stadiul plastic din condiţia ca cele două arii 
formate să fie egale 


A 
Aga; 


Aria totalà a sectiunii este 
A = 30:2+60-1+10.2 = 140cm* 
Notăm cu n distanţa la care se situează axa neutră în raport cu fibra inferioară a 
tălpii superioare. Rezultă : 


A, =30.2+п.1= 10 — n=10cm 
2. Se calculează modulul de rezistență plastic 
W =S, +S, 


unde S, si S; sunt momentele statice ale ariilor A si A2 în raport cu axa neutră plastică 
(пр-пр) ; 
S, = 30.2-11+10.1-5=710cm* 
S, =10.2.51+50.1-25 = 2270ст? 
Rezultá 
W, =710+2270 = 2980cm° 


3°, Se determină momentul plastic , pentru care se formează articulația plastică: 
M, = Wg Se = 2980 -10° .250-105 = 745КМ№.т . 


a2) Aplicarea metodei cinematice pentru determinarea sarcinii limită 
1T. Se formează mecanismele de cedare. Deoarece grinda este static determinată, 


este suficientă introducerea unei singure articulații plastice. 
Observaţie: articulaţia plastică nu se formează în mod cert în reazemul articulat 
de capăt (A), unde momentele încovoietoare sunt nule. 
În reazemul intermediar B, valoarea momentului încovoietor este cunoscută : 
M, = -100 - 20.3.15 = —190kN -m 
si 
Mil « M, = 745kN-m , 
deci rezultă cá in reazemul B nu se formează articulaţie plastică. Consola BD este 
legată rigid de tronsonul de grindă BC si se va mişca solidar cu acesta. 


Observație: dacă momentul in reazemul intermediar depăşeşte valoarea My, 
trebuie considerat şi analizat un mecanism de cedare suplimentar format prin apariția 
unei articulaţii plastice în acest reazem. 
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Analiza încărcărilor de pe grindă conduce la următoarele ipoteze de formare a 
articulației plastice: 
(1) în secțiunea С, unde acționează forta concentrată ; 
(M) în secţiunea E situată la jumătatea deschiderii АВ pe care 
acționează forta distribuită. 
Mecanismele de cedare rezultate sunt reprezentate în figura 4.12. 


Mecanismul | 


Figura 4.12 
2. Se dă sistemului o deplasare virtuală 5=1 (cinematic admisibilă) şi se exprimă 
echilibrul prin ecuația de lucru mecanic virtual (4.7) 
ôL, = ëL, 


Se consideră cà tronsoanele de grindă dintre două articulaţii (plastice sau 
structurale) se mişcă ca şi corpuri rigide. Din această ipoteză rezultă că singurele 
eforturi sunt momentele din articulațiile plastice iar lucrul mecanic interior este produs de 
acestea prin rotirile tronsoanelor de bară pe care acționează: 


ëL, = мы ©, 


Lucrul mecanic exterior este produs de : 
* forțele concentrate (Pi) prin deplasările sectiunilor unde acestea acționează 
(w): P: wi ; 
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* forțele distribuite (q) prin translatiile punctelor de pe intervalul unde acestea 
acționează (w): 


19). w.ds 


Integrala se poate efectua cu regula lui Veresciaghin. Pentru forte 
distribuite uniform rezultă : 


a. [w-as=a.a, 
0 


unde Q, reprezintă aria deplasărilor virtuale pe intervalul [0,s] de 
distribuție al forțelor; 
* momentele concentrate (M,, ) prin rotirile 6, ale tronsoanelor de bară pe care 
acționează : Mok Ө, . 
Termenii de lucru mecanic sunt pozitivi dacă forta generalizată si 
deplasarea generalizată au acelaşi sens. 


Observaţie: find valabilă ipoteza micilor deformații, respe 


сіу deplasări, гегин 
са rotirile barelor sunt тісі si se pot аргохіта ргіп tangentele Іог: 
Ө = 190 
În continuare vor fi analizate cele două mecanisme: 
Mecanismul 1 
1 
= 


1 13 1 
= D: š 2 PUE ^ echo, t pee die X uas 

òL, =P :1+20-5:1-6+20:5:1:4-20:5:7:3-100-7 

8L, =P +525 

8L, = М, (0, -0,)  M,* 14 1=.9..745 = 310416 
а а crm У ДО i 

8L,-8L, = P+525=310416 — PW=25791*N 


Mecanismul 2 


4 1 1 3 1 
zp.-—420.—.1.10—20. 25. —.3-—100.— =08. 
BL, = 9:320: -1-10 z 5 97100-5 =08-P.+62 
SL, =M (Ө. +0 )=M (i — 2.745 = 298 
Aid iid л» УЫЗ ЖШ; 


8L,-8L, = 08-P+62=298 —  P/"-440kN 


Forța limită este valoarea minimă obținută în urma analizei tuturor 
mecanismelor de cedare posibile : 
P = min(P/", P? )- 257,9kN . 
Mecanismul de cedare real este mecanismul 1 . 
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Observație: даса forțele uniform distribuite sunt q=70kN/m, din analiza celor 
două mecanisme de cedare rezultă : 


Mecanismul | : P+24625=310416 — PU =64166kN 


Mecanismul ll : O8.P+267=298  — PUT =38,75kN 


Deci mecanismul de cedare real este mecanismul ll şi P, = 38,75kN 

Se remarcă faptul cá nu se poate stabili „a priori" mecanismul de cedare 
real, acesta depinzând de valoarea încărcărilor. 

Trebuie de asemenea menționat faptul că ecuaţia de lucru mecanic virtual 
furnizează valori pentru o singură necunoscută. Dacă bara este acționată de mai 
multe forte generalizate cu valori nedeterminate, între acestea trebuie stabilită o 
legătură. 


b) Rezerva de rezistență 
Aceasta este dată de coeficientul de adaptare plastică a secțiunii 
a = Ma = W, 
M, W, 
Caracteristicile geometrice ale sectiunii in domeniul elastic sunt (figura 4.11,b): 
ziu 30-2.63--60.1.32-- 10-2-1 


140 = 40,85cm 


1.602 10-2? 


+ 30-2-2214* + —1 —+1:60:8186* + 


b s 30-2? 
У 12 
= 83.923,81ст“ 
83.923,81 8 
y = 4086 = 2.053,94cm 
Rezerva de rezistență a secțiunii este : 
2.980 


9-305394 ШИША 


4 10.2.3985? = 


Ш Exemplul 4.6: О bară deformabilá AB, articulată la un capăt si suspendată Іа 
celălalt printr-un tirant vertical BC, este solicitată de o forță uniform distribuită, Bara si 
tirantul sunt confecționate din otel OL37, având c, = 250N/mm?. Secţiunea barei AB 
este dată in figura 4.13,b. Tirantul BC este confecționat din două profile cornier 
L100x100x10 având aria A4=15cm?, solidarizate cu sudură de colț (figura 4.13,c). 

Se cere: 

a) să se determine sarcina limită a sistemului (qi) şi să se precizeze mecanismul 
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de cedare; 

b) să se determine distribuţia tensiunilor remanente în secțiunea barei încovoiate 
AB, în ipoteza că încărcarea s-a făcut până la atingerea momentului plastic 
(Mp) urmată de o descărcare completă; 

c) să se dimensioneze secțiunea tirantului BC asfel încât cedarea sistemului să 
survină printr-un mecanism diferit de cel stabilit la punctul a). 


sect. 2-2 


2L 100 x 100 x 10 


A, = 15 cm* 


c) 


Figura 4.13 


Rezolvare 
a) Stabilirea sarcinii limità (prin metoda cinematicá) 
Sistemul se compune dintr-o bară încovoiată AB şi un tirant (bară întinsă) BC. 
În ansamblu, sistemul este static determinat. Cedarea poate surveni în două 
moduri : 
- prin intrarea în curgere a tirantului (mecanismul |) sau 
- prin formarea unei articulații plastice în bara încovoiată AB (mecanismul II). 
1.  Secalculeazá eforturile plastice: 
Bara încovoiată (AB) are secțiunea simetrică în raport cu аха Oy; axa neutră în ' 
stadiul elastic şi cel plastic coincid în acest caz (fiind chiar axa de simetrie). 
Rezultă : 
W, =2-S, = 2.810 =1620cm° 


5, = 20.1:205«2 (201.22 - 810cm* 
si 
M, = W, : G, = 1620 -10° .250.10* =405kN.m 
Tirantul (BC) lucrează la întindere; efortul plastic în tirant este 
N, =А:с, =2.А, :с, 2 2-15-10* 250-10? = 750kN. 
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22 Se formează mecanismele de cedare : 

- mecanismul | prin intrarea în curgere a tirantului BC (figura 4.14,a) şi 

- mecanismul l prin apariția unei articulaţii plastice în bara încovoiată AB; 

Deoarece bara este acționată de o forță uniform distribuită, articulația plastică se 
presupune că apare la jumătatea deschiderii (figura 4.14,b). 
3, Se dă sistemului o deplasare virtuală ё = 1 cinematic admisibilă si se exprimă 
echilibrul în stadiul premergător cedării prin ecuaţia de lucru mecanic virtual : 
- mecanismul | : 
ëL, -N,:8 = 750:1= 750 


1 
ё 20-4894. 
=ù q 


ÎL, =5L, — q” =——=187,5kN/m ; 


750 
4 
- mecanismul lll : 


8L, =M, (8, +0,)= 405 (242) - 2025 


8L, =a (14) 2-48 
2 
=, > = 225 = 50,625KN/m. 


Sarcina limită minimă este q=50,625KN/m iar mecanismul de cedare real este 11 , 
obţinut prin formarea articulației plastice la jumătatea deschiderii barei încovoiate AB. 


mecanismul | mecanismul l| 


Figura 4.14 


b) Tensiuni remanente în secțiunea barei încovoiate 
Diagrama (idealizată) a tensiunilor normale în secțiunea complet plastifiată 


(solicitată de momentul My ) este reprezentată în figura 4.15,a. 
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La descărcare, secțiunea se comportă liniar elastic, distribuţia tensiunilor normale 
fiind dată de formula lui Navier 


сб) = MO Z . 
|, 
in care MÜ) reprezintă momentul încovoietor aplicat. La descărcarea completă М©=-М. 
Caracteristicile geometrice ale secţiunii barei încovoiate (figura 4.13,b) în 


20.42? 18.40% 


iul elastic sunt: |, = ————— - — —— = 27480cm* 
domeniul elastic sun y 12 12 
si w, = £77 51308570M 


Rezultă valorile extreme ale tensiunilor la descărcarea completă 
405-10* 
(-) =+ 
(mesma 777130857. 10? 
Diagrama acestor tensiuni este reprezentată în figura 4.15,b. 
Însumând cele două diagrame rezultă distribuţia tensiunilor normale remanente 
reprezentată în figura 4.15,c. 


= +309,5N / mm? 


Figura 4.15 


Se poate observa cu uşurinţă antisimetria diagramei tensiunilor remanente; 
datorită acesteia momentul rezultant este nul iar tensiunile formează un sistem . 
autoechilibrat. 

c) Dimensionarea tirantului BC astfel încât cedarea sistemului să survină printr-un 
mecanism diferit de cel obținut de cei obținut la punctul a). 

La punctul a), cedarea sistemului se produce prin formarea articulației plastice în 
bara încovoiată . Se observă că în ecuația de lucru mecanic virtual corespunzătoare 
acestui mecanism de cedare (ll) , nu intervine efortul din tirant, deci aceasta va rămâne 
neschimbată indiferent de dimensiunile secțiunii acestuia. 

Pentru ca cedarea să se producă prin mecanismul (I) (prin intrarea în curgere a 
tirantului) este necesar ca sarcina limită corespunzătoare а? să fie mai mică decât сеа 


aferentă mecanismului 1! (qi), adică 9 < aq!” = 50,625kN/m (*) 
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Ecuația de lucru mecanic virtual pentru mecanismul | se exprimă sub forma (vezi 
punctul a): 
4-q=N-1 ; 
şi introducând în aceasta condiţia (*) rezultă că efortul din tirant trebuie să fie , la limită 
№, = 4-a! = 4.50,625 = 202,5kN . 
Se stie că efortul din tirant este №, = A-c, de unde rezultă cá aria secțiunii 


N ‚10° 
tirantului trebuie să fie A=— = 20210. -102 = 84cm? . 


Pentru un cornier rezultă A, = 57 = 4050m? şi se alege din tabelul cu profile 


c 


laminate un cornier cu arie egală sau inferioară acestei valori . 
Se poate alege, de exemplu L40x40x5 cu А;=3,79ст? . Pentru acesta rezulta 
№, = 2-3/79-10*.250-10? =189,5kN 


şi din ecuaţia de lucru mecanic virtual a mecanismului | obținem 
4-q=1895 —  q"-47375kN/m 
Mecanismul ll si ecuatia acestuia nu se modificà. Ín final rezultà 


q, = min(47,375;50,625) = 47,375kN / m 
şi mecanismul de cedare real este (|). 


4.3.3.2. Sisteme static determinate 


# EXEMPLE DE CALCUL 


ГЇ Exemplul 4.7: Să se determine forța limită şi să se precizeze mecanismul de 
cedare pentru grinda din figura 4.16. Se cunoaşte oc= 250 N/mm?. 


4P A 300 x 20 mm 

' 

2P ü 

U езен 
600 x 12 mm 
© 0 
(A) 8) 
2m 2m 2m 4m 


Figura 4.16 
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Rezolvare 
Se va aplica metoda cinematică. Grinda este de două ori static nedeterminată. 
Datorită însă modului de acţiune al încărcărilor, reactiunile orizontale în reazeme sunt 
nule şi, din punct de vedere practic, gradul de nedeterminare se reduce cu unu. 
Pentru formarea mecanismelor de cedare este necesară introducerea a două 
articulaţii plastice. Poziţiile prezumtive ale acestora sunt: 
- în secţiunea de încastrare B; 
- în secţiunea C unde acţionează forța concentrată (4P); 
- în secţiunea D unde acţionează forța concentrată (2P); 
- în reazemul articulat A. 


I 
Sunt posibile pentru un număr m = C; = 5 =6 mecanisme de cedare la care 


se adaugă un mecanism de cedare parțial obținut prin formarea unei singure articulații 
plastice în reazemul articulat A. 

Pentru început se va considera că în reazemul articulat A nu se formează 
articulație plastică, Mecanismele de cedare posibilă în această ipoteză, în număr de trei, 
sunt reprezentate in figura 4.17. 

Mecanismele se analizează prin metoda cinematică: se dă fiecăruia o deplasare 
cinematic admisibilă 8 = 1 si se exprimă ecuaţia de lucru mecanic virtual ôL, = 8L, . 


e Mecanismul | 


2 13 
ôL. =4P.1+2P.2-P.1=1%p 
° Ligile 3 


1 205 
iei ici «; À 3 = Mu 
13 5 5 
ëL, =ëL, ә Р = SM, >P” = M, = 0192 М, 


e Mecanismul II 


ET 4 
8L, =4Р.1+2Р.2-Р.– = —Р 
ç 2 2 2 
àL, - M,(6, «2:)-M (142) - iM, 
T7 3 3 
ëL, =ëL, > sP =M, E = M, 70214 M, 
e Mecanismul 111 
8L, =4Р.1-Р.1=3Р 
1.2. 3 
à, =м„(, +20) - M (32) 2Ms 


àL, -8L, > 3P = 2M, ЭР 205 M,. 
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Mecanismul | 


Mecanismul 11 


` 


[- 0, 
Mecanismul ill - 
ө, i 


rue P caiet 


2m i 2m i 2m i 4m i * 


Figura 4.17 


Celelalte mecanisme de cedare se pot forma doar dacă in reazemul A apare 
articulaţie plastică. (figura 4.18) 
e Mecanismul IV (mecanism de cedare parţială) 
8L,-P.1 — 


1 
8L, =М, 9, = 2M, 


8L, 8L, 5P-2M, ЭР) = 05 M, 
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Figura 4.18 


Se constată că articulația plastică se formează pentru o sarcină limită superioară 
celor care conduc la mecanismele | şi 11. În consecință, toate mecanismele de cedare 
care conțin articulație plastică în reazemul A nu se pot produce în mod real şi nu mai 
este necesară analiza acestora. 

Din analiza rezultatelor obținute pentru mecanismele |, 1! şi III rezultă că sarcina 
limită este 

P, = min(P^ P/^ p )= 0492 M, 
şi cedarea se produce prin mecanismul |. 

Pentru precizarea valorii acestei sarcini se vor calcula caracteristicile geometrice 
ale secţiunii în domeniul plastic ( figura 4.16); 

e poziția axei neutre np-np, din condiţia: 


A 
A, = A, 72 
A = 30:2+60.12 = 132 cm? 
132 


ñ = IE o pne bo cm. 


e modulul de rezistenţă plastic, cu relația: 
W, = 5, + 5, 
S, = 55-12. 2 =1815 ст? 


8, -5.12.2.«30.2-6- 375 ст? 


W, =1815+ 375 = 2190 cm’. 
Momentul plastic al secțiunii barei este 
M, = М, : oç =2190:10* .250.10 ° = 547,5 kNm 
ar sarcina limită rezultă 
P = 0192-M, = 0192.547,5 = 105,12 КМ. 
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4 Exemplul 4.8: О grindă continuă cu trei deschideri (776,0 m) este încărcată ca în 
figura 4.19,a si are secțiunea alcătuită din 2 profile U30 — OL37, ca în figura 4.19,b. 


. ` 2 
Stind cá: P - 3, Mo = 92 ; 96 = 250 № тт, iar pentru profilul U30, 


momentul static al jumátatii de secțiune este S, = 316 cm, se cere sarcina limită с. 
2U30 


А гаў 


vw av aw av = 3 
14q q И 5,= 316 cm 
/ 
te ">y 
® 8 77 OFT © | 
4m 2m Геб т | 2m | 4m | 


M 

z 

a) b) 
Figura 4.19 


Rezolvare 

Mecanismele de cedare ale grinzilor continue se formeazà numai in deschiderile 
acestora. Se va analiza fiecare deschidere în parte considerând, in mod obligatoriu, 
articulații plastice în reazemele intermediare B şi C. 

Pe deschiderea AB sunt posibile mecanisme de cedare având trei articulații 
plastice. În mod obligatoriu trebuie considerate articulaţii plastice în încastrare şi în 
reazemul intermediar B. Poziţia celei de-a treia articulaţii plastice se poate alege: 

- їп secțiunea unde acţionează forța concentrată P sau 

- la jumătatea deschiderii, corespunzător acțiunii forțelor distribuite uniform q. 

Rezultă astfel două mecanisme de cedare posibile (figura 4.20) 


e Mecanismul! 
aL, =p-1+ q-2-1-6= $5.1. 34- 424 


2 P 
24-6 My 


ëL, = àL, > 42-q- 15-M, — д - 0,357 M, 


ëL, =M, (28, +20,)= zi 


e Mecanismul II 
š $1 6 2 
8L, =Р-2+4:2-1-6= 57 «307 45.q 
x 3 
8L, =M, (20, +20)=M, (242) - 183 M, 


8L, = 8L, 2 45. q-133.M, — q! = 0296 Mp- 
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Pe deschiderea centrală BC este posibil un singur mecanism de cedare format 
prin apariția articulaţiilor plastice în cele două reazeme B şi C şi la jumătatea deschiderii. 
(figura 4.20) 


Mecanismul | Mecanismul IV 
Mecanismul Il Mecanismul V 
Mecanismul lil 
Figura 4.20 
e Mecanismul lll 


ëL, =14:9:2-1:6=42-4 


2. a 
ëL, = M,(26, +20,)= м2 + 2) =133 M, 
ëL, = ё, >42-q=133.M, — д! =0,316 М,. 
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Pe ultima deschidere CD, mecanismele de cedare apar prin formarea articulaţiilor 
plastice in reazemul intermediar C şi în una din poziţiile: 
- sub momentul concentrat Mo sau 
- la jumătatea deschiderii. 
Trebuie notat că în reazemul de capăt D nu se formează articulație plastică, 
momentul fiind nul. 
Analiza mecanismelor (figura 4.20) furnizează următoarele valori ale forței limită: 
s Mecanismul IV 
Momentul concentrat Mo actioneazà chiar in articulatia plasticà; astfel, el va fi 
considerat succesiv pe cele două tronsoane de bară, alegându-se in final cazul cel mai 
defavorabil. 
Mo acţionează pe tronsonul din stânga; 


1 62 1 
8L, =9:5-1-6+М,:0,=3а+ 27 $^ 38:9 
2 1 


ëL, =L, + 36.q=125.-M, > 9= 0,347 М,. 


Mo acționează pe tronsonul din dreapta: 
8L -q.i.4.64M .0 a3q- X85 1. ar. 
x 2 PE 30 4 


ôL, =125 M, 
8L, = 8L, > 27 :9= 125. M, > q- 0,463 M, 


qi? = min( 0,347 M, ; 0,463 М) = 0,347 M, . 


e Mecanismul V 


т 2 
8L, =q.2'1:6+M, -8, =3q+ A 4 
2 


ëL, -M,(20, +0,)= M(2+1) - M, 


= 34.9 


8L, = 81, > 3⁄4.q =M, — qí”) = 0,294 M, 
Sarcina limită pentru grinda continuă considerată va fi: 
q, = тіп(0,357М,;0,296М,„;0,316М,,;0.347М,;0,294М,;) 
q= 0,294 My, 
mecanismul de cedare real fiind mecanismul V. 
Pentru secţiunea considerată în figura 4.19,b, simetrică în raport cu ambele axe, 
se obține: 
W, = 4S, = 4.316 = 1264 ст? 
M, = W, Sc = 1264 -10° .250.10 = 316 kNm 
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Sistemul de forte limită va fi: 
q = 0,294 -316 = 929 kN / m, 


p.559. 11148 kN, 


2 
M, = = =11148 kNm. 


£3 Exemplul 4.9: O grindă metalică din otel 140 (S,=857 ст?) este rezemată şi 
încărcată ca în figura 4.21. Tirantii sunt confectionati din țeavă rotundă cu diametrul 
exterior D=60 mm şi grosimea peretelui t=3mm, având aria secțiunii A=5,37 cm?. Stiind 
că rezistența de curgere a oțelului din grindă şi tiranti este o= 250 N/mm?. Se cere să 
se determine sarcina limită q, şi să se precizeze mecanismul de cedare. 


Figura 4.21 


Rezolvare 

Se aplică metoda cinematică. Mecanismele de cedare se pot forma prin apariţia 
articulaţiilor plastice în bara încovoiată sau intrarea în curgere a tiranfilor. 

Momentul plastic din articulaţie este 

M, = W, o 228,-0, = 2.857 -10° .250.10* = 428,5 kNm 
iar efortul plastic din tiranti este: 
N. =A:o, = 5,37 -10° .250-10 = 13425 kN. 

Mecanismele de cedare se pot forma numai pe deschiderile grinzii. Ре 
deschiderea AB este posibil un singur mecanism de cedare (figura 4.22) format prin 
introducerea articulaţiilor plastice în încastrarea A, în reazemul intermediar B şi la 
jumătatea deschiderii. 


194 


Mecanismul ! 
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Mecanismul || 


Mecanismul Ill 


Mecanismul IV 


Figura 4.22 
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e Mecanismul i 


šL, =M, (20, + 202) = 2.4285 = 342,8 


8L, = L, — 5-q = 342,8 — q” = 68,56 kN/m 
Tronsonul BC poate ceda în următoarele variante: 

- prin formarea a două articulații plastice, una în reazemul intermediar şi 
alta la jumătatea deschiderii (mecanismul II); tirantii lucrează în stadiu 
elastic; 

- prin formarea unei articulații plastice în reazemul intermediar B şi intrarea 
în curgere a tirantilor (mecanismul III); 

- prin formarea unei articulaţii plastice la jumătatea deschiderii şi intrarea in 
curgere a tirantilor (mecanismul IV). 

Analiza acestor mecanisme reprezentate grafic în figura 4.22, conduce la 
următoarele valori ale sarcinii limită: 


e Mecanismul ll 
1 12 
Bc Sq ед е 2-46: 
TIE qo q 
àL, = M4(20, +04) = 2428.5 = 257 1 


8L, = 81, — 4,6 -q = 257 1 — qj" = 55,89 kN/m 
e Mecanismul III 
eL, = qz =6-q 


6L, =M; -0 +N, : Š +N, : cos e : ë`= 


= 4 5- — 1 ,25.— ), А 2a05.——z 44 47 
= 428,5 1 + 134 1 +134 ,25 - cos 1 2 


6L, =5L, ә 6.q= 244,47 — qi" = 40,74 kN/m 
e Mecanismul IV 
eL, =4:2-1:7=35-9 
6L, =M, "9+ №, : 6 +N, : cos а: ë`= 
= 4285.2 +13425(1+ 0866). > = 240,15 


8L, =8L, — 35-q = 240,15 — q™ = 68,61 kN/m 


Pentru formarea unui mecanism partial de cedare, este necesarà aparitia unei 
articulaţii în punctul C. Aceasta este posibilă dacă momentul forțelor distribuite de pe 
consola CD este egal cu momentul plastic: M. -M, , sau explicit 


|- 2q = 428,5 — 214,25 kN/m. 
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Această valoare este mult mai mare decât forțele limită obținute din analiza 
mecanismelor I-IV, ceea ce înseamnă că mecanismele de cedare ce includ articulație 
plastică în punctul C nu se pot produce în mod real. 

Sarcina limită a sistemului este 

а = min(68,56; 55,89; 40,74; 68,61)= 40,74 kN/m 


corespunzătoare mecanismului Ill. 


PROBLEME PROPUSE 


6 Problema 4.1: Se consideră sistemul format din două bare articulate reprezentat în 
figura 4.23. Ştiind cá o= 250N/mm?, se cere să se determine sarcina limită P, a 
sistemului. 


2L 80 x 80 x 8 
A, = 12,3 cm? 


2L 80 x 80 x 10 
A, = 15,1 cm 


Figura 4.23 


Răspuns: 
P.=355,08 kN. 


&* Problema 4.2: O bară rigidă ABC este suspendată prin intermediul a trei tiranti şi 
solicitată de o forță P (figura 4.24). Știind са: 

A47 5 cm?, Az= 1,5 A4 şi o= 250 N/mmă, 
se cere să se stabilească forta limită P, a sistemului. 


Figura 4.24 
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Răspuns: 
P= 162,5 kN. 


6 Problema 4.3: Sá se determine sarcina limită şi să se precizeze mecanismul de 
cedare pentru grinda din figura 4.25. Se dă: oc= 250 N/mm?. 


200 x 24 mm 


N 
M, = 200 kN-m А 
N 
М 600 х 10 тт 
2m 3m 4m 3m ` 
| 
Figura 4.25 
Răspuns: 
P.=56,10 kN. 


€* Problema 4.4: O bară deformabilă este încastrată la un capăt şi suspendată printr-un 
tirant vertical la celălalt. Secțiunea barei este un profil Ізо iar a tirantului 2L 30x30x4. Se 
dă: [30: S,=381 cm? 

L30x30x4: A172,27 cm? 

oc 2250 N/mmš. 


Se cere să se stabilească sarcina limită a sistemului si sà se precizeze 
mecanismul de cedare. 


2L 30 x 30 x 4 


4m 2m 


Figura 4.26 
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| Ráspuns: 
| Р;=190,5 kN. 


é* Problema 4.5: Să se calculeze sarcina limită pentru grinda continuă din figura 4.27, 
ştiind că o= 250 N/mm?, 


IO 


8 
270 | 300 mm 


20 


Figura 4.27 


Ràspuns: 
qi=87,67 kN/m. 


€* Problema 4.6: Să se determine sarcina limită pentru grinda dublu încastrată solicitată 
ca în figura 4.28. Se dă o= 250 N/mm?, 


240 x 14 mm 
200 kN 
100 kN 
500 x 8 mm 
3m 3m 3m 
Figura 4.28 


Ráspuns: 
а=367,75 kN/m. 
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FLAMBAJUL BAREI DREPTE 
5.1 INTRODUCERE 


Flambajul este fenomenul de pierdere a stabilității formei de echilibru la barele 
drepte comprimate. Se remarcă aşadar faptul că flambajul este specific solicitării de 
compresiune, nefiind compatibil cu solicitarea de întindere. 

"| 4 
Ё Ё 


întindere cantrică compresiune centrică 
= Пата) imposibil = flambajul este posibil 


Figura 5.1 


Pericolul pierderii stabilității formei de echilibru apare în cazul barelor zvelte în 
care se dezvoltă tensiuni normale ce pot proveni dintr-un efort axial de compresiune, din 
încovoiere sau din combinaţia încovoiere cu efort axial (compresiune excentrică). De 
asemenea, fenomenul de flambaj poate apare în cazul barelor drepte cu secţiune dublu 
simetrică deschisă, supuse la torsiune împiedicată (flambaj prin încovoiere — torsiune). 


5.2 FLAMBAJUL SIMPLU 


Pentru barele comprimate axial, fenomenul de pierdere a stabilității formei de 
echilibru este denumit flambaj simplu. Sub o anumită valoare a forței de compresiune 
axiale, barele pot flamba, şi deci ieşi din exploatare, înainte ca tensiunile normale să 
atingă valoarea rezistenței de calcul. 

Valoarea forței pentru care bara părăseşte poziţia inițială rectilinie de echilibru si 
trece într-o poziție curbilinie de echilibru este numită forță critică de flambaj şi se 
notează cu P, . Forţa critică se determină cu formula lui Euler. 

п? .Е| 
B. z: 
încare: E -modulul de elasticitate longitudinal, 
| - momentul de inerție al secțiunii, 
£, -lungimea de flambaj . 


(5.1) 
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Cât timp forța axialá P < P., , bara rămâne dreaptă, fiind în echilibru stabil. Pentru 
P=P,, bara este în echilibru indiferent şi даса P>P,, bara flambeazá si nu mai 


satisface condiţiile de exploatare; în final, bara cedează prin atingerea limitei de curgere 
sau a rezistenței de rupere. 
Observaţie: În cazul flambajului nu mai funcţionează ipoteza micilor deformatii. 
În consecință : 
- echilibrul nu mai poate fi exprimat pe forma nedeformată a barei (se va 
exprima pe forma deformată a elementului); 


- nu mai este valabil principiul suprapunerii efectelor. 
Condiţia de stabilitate, care exprimă evitarea scoaterii din lucru a unui element 


prin flambaj, se scrie sub forma 


^ 


o = i <o, (5.2) 


unde o, = E reprezintá tensiunea criticá de flambaj. 


Pentru calculul practic, relatia (5.2) se transformá pentru a pune in evidentà 
rezistența de calcul R prin introducerea coeficientului de flambaj q , definit ca 


G 
-— 5.3 
R (5.3) 
Cu această notație, condiția de stabilitate devine - 
М. Рт" (5.4) r 
Ф.А L 


formă utilizată pentru calculul practic la flambaj al barelor drepte comprimate axial. 
Observație: Stabilirea semnificației coeficientului de flambaj Ф. Din relația 


Ps 
= =0-R ж 
du а (ж) 
se poate scrie succesiv : 
Š „MEI v ES TE. R 
“A 02 e 
Y 4 4 

Ne" i nE 1 

A l, p R 22 ol ) 
în care ; i - raza de giratie ( inertie ) a sectiunii, 

À - coeficientul de zveltete . 


Analiza acestor mărimi se va face în paragraful următor. 
5.3 CALCULUL PRACTIC LA FLAMBAJ 


În cazul luării în considerare a flambajului, condiţia de rezistență specifică 
solicitării de compresiune centrică a barelor drepte (studiată în partea întâi a Rezistenței 
materialelor) este înlocuită cu condiția de stabilitate : 
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Compresiune centrică fără luarea în Compresiune centrică cu luarea în 
considerare a flambajului (ReMat l) considerare a flambajului (ReMat 11) 
* Condiţia de rezistență: * Conditia de stabilitate: 
P P 
M.R = ы-н 
Act 9 Auge, 


Din analiza celor douá relatii de mai sus, se observá faptul cà diferenta constá in 
apariţia, în condiţia de stabilitate, a coeficientului o. În cele ce urmează, vom face o 
prezentare succintă, din aproape în aproape, a coeficienţilor şi mărimilor legate de 
fenomenul de flambaj. 


(1) e - coeficientul de flambaj 
- ia valori cuprinse între 0 şi 1; 
Observaţie: - pentru p = 0 „avem |o]... — c; 
- pentru o-1, condiția de stabilitate se transformă in 
conditie de rezistentá (dispare flambajul ); 
- valorile ф sunt tabelate (Anexa 8.4) în funcţie de valorile coeficientului de 
zveltete А. 
Observaţie: Tabelele — câte unul pentru fiecare calitate de material (OL37, OL44 
şi OL52) — sunt structurate pe câte trei coloane, conţinând valorile coeficienţilor (À ,£ si 
e ) pentru fiecare dintre cele trei curbe de flambaj (A, B şi C). 


incadrarea pe curbele de flambaj se realizează în funcţie de tipul secțiunii, 
conform tabelului din Anexa 8.3. 


(2) À - coeficientul de zveltete ai barei 


- se calculează cu relația 


À) = —- (5.5) 


existând câte o valoare corespunzătoare fiecăreia dintre axele principale ale secțiunii 
transversale (y şi 2) : 


(3) +, - lungimea de flambai a barei, reprezintă distanța dintre două puncte succesive 
de inflexiune sau de extrem ale axei deformate a barei. 

Observaţie: Lungimile de flambaj pe cele două axe (Oy şi Oz) pot fi diferite. De 
exemplu, pentru verificarea la flambaj a tálpii superioare (talpa comprimată) a grinzii de 
acoperis a halei din figura de mai jos se obtine: 


ly =AB=BC=CD=DE=/ LÁ 
Z/ NI ra sss 
б 2 ACSCE- 2-7 / à 


| мэнт 
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AMNA SS 


Figura 5.2 


- 0, depinde de: (а) lungimea efectivă a barei (4); 


(b) modul de rezemare al barei la capete; 
(c) modul de încărcare al barei; 
(d) variaţia secțiunii transversale în lungul barei. 

- pentru aplicaţiile curente, lungimile de flambaj ale barelor cu secţiune constantă 
pe lungime, încărcate cu forță concentrată la capete sunt reprezentate în figura 5.3. Se 
poate generaliza sub forma : 

£ =p 
unde coeficientul џ ia valorile din figura 5.3. 


I | 
I l 
| l 
d | "| Lo P 
I I 
l I 
-= — — am, _ — € T 
/ 
P A i 
/ I ! 
, | | $ 
n {21 Fd | [ові 

| | [ 
| I 
I ! 
I I 
I I 
' I 

— a aiaa Ía3- 
| S i 
| 10 | 0,5 


Figura 5.3 


În exemplele de calcul din această carte se va considera că barele au rezemári 
identice pe cele două direcții şi £, = le = £,. 
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(4) i - raza principală de inerție (de giratie) 
- este o caracteristică geometrică a secțiunii transversale a barei, cu valori 
distincte pentru cele două axe principale (Oy şi Oz) : 
| 
i, = 


” VA 


| E 
i, = |> 
A 


unde: - |, şi |, sunt momentele de inertie în raport cu axele principale centrale 


(5.7) 


ale secțiunii; 
- A este aria secţiunii transversale a barei. 
Din punctul de vedere al modului de calcul la flambaj, se disting două tipuri de 
secțiuni: 
* secțiuni cu ambele axe (Oy si Oz) materiale; 
* secțiuni cu o axă materială si una imaterială. 


5.3.1 SECȚIUNI CU AMBELE AXE MATERIALE 


Pentru aceste secțiuni ambele axe principale centrale “taie” materialul (figura 5.4). 


УУУУ, 


q 
š 

< 

22 
7 
4 


were SSY 


r N] 

f f 

i SON: ^ 

' f И М IN 
dad 1 j^ - -” 

í И А N AI => 

I i ; š N 

A N 
ES. { N A 
2227277232 ГАУ N 


"2 


Figura 5.4 

|. Verificare 
* Date: - lungimea barei £; 

- secțiunea transversală (formă si dimensiuni); 

- încărcarea P; 

- rezistența de calcul R. 
* Se cere: -verificarea condiției de stabilitate 

<R 
Pro A 

* Rezolvare: 


1°. бе stabileşte lungimea de flambaj /, 2 1-7 , pe baza rezemărilor reale ale barei 
şi a valorilor corespunzătoare ale coeficientului и (Figura 5.3). 
2°. Se calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii transversale : 

A — aria; 

1,1, - momentele de inerție axiale față de axele principale ale secţiunii. 
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Observaţie: În cazul sectiunilor alcătuite din două profile laminate (figura 5.4, d 
şi f ), se dau (sau se scot din tabele) caracteristicile geometrice ale unui profil : 


Pentru secţiune rezultă : 
A=2:A, 


y 72 


8) 


unde с este distanța între centrele де greutate ale celor două profile (măsurată în raport 
cu axa Oz ). 


3°. бе calculează razele principale de inerție (de giratie) ale secţiunii: 


4.  Sestabilesc coeficienții de zveltete : 
im É, 


My. 


5*. Din curbele de flambaj (Anexa 8.4), prin interpolare, se obtin coeficientii de 
flambaj: 


M 9, 

Àz 9. 
6°. Coeficientul de flambaj al secțiunii este valoarea minimă dintre cele obținute mai 
sus: 9 = min = min(o,;o ) 


7°. Зе verifică condiţia de stabilitate: 
P 
= —— <В 
ele E A 
Dacá inegalitatea este indeplinitá, vom spune cá "stálpul nu isi pierde stabilitatea" 
sau "stálpul nu flambeazá". 


II. incárcare capabilă (Efort capabil) 
* Date: - lungimea barei £; 
- secțiunea transversală; 
- rezistenţa de calcul К; 
* Se cere: -încărcarea (sarcina) capabilă P.a 
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* Rezolvare: 
Paşii 1* + 6* sunt identici cu cei descrişi la problema de verificare; diferă doar ultimul 
pas. 
7°. Din condiţia de stabilitate se stabileşte 
Pap 79: AR (5.8) 
Observaţie: Variația mărimilor care intervin în calculul la flambaj al barelor 
drepte: 
* Se porneşte de la presupunerea că momentul de inerție (I) al unei 
secțiuni scade. 
* Atunci: 


n {5 E „XE 
I4 siz 14 =Л=-Є% =o m 


i 
* Rezultă că coeficientul de flambaj q,,, apare pe direcţia cu inerție 
minimă |. 
* Astfel, verificarea sau determinarea sarcinii capabile se pot efectua direct 
pe direciia (Oy sau Oz ) unde momeniui de inertie axiai esie minim. 
III. Dimensionare 
* Date: - lungimea barei £; 
- încărcarea P; 
- rezistența de calcul Н. 
* Se cere: -forma şi dimensiunile secțiunii barei 
* Rezolvare: 
Dimensionarea secțiunii nu poate fi efectuată direct din condiţia de stabilitate, 
deoarece apar două necunoscute dependente (p şi A). 
Dimensionarea la flambaj a barelor comprimate centric se face printr-o metodă 
aproximativă, numită metoda coeficientului de profil. 
Coeficientul de profil se defineşte prin : 
2 
k -£ (5.9) 
iar valorile lui sunt aproximativ constante pentru diferite tipuri de secțiuni. În Anexa 8.2, 
sunt date valorile uzuale ale coeficientului de profil k. 


1. Se stabileşte lungimea de flambaj, ținând cont de lungimea reală (7), modul de 
rezemare si vaioriie coeficientiior р (figura 5.3 ) 
L =n: 
2°. Din Anexa 8.2 se aleg (în funcție de forma secţiunii), coeficienții de profil: 
2 
AC 


y 
2 
TES 


z 


206 Rezistența materialelor ll 


3°.  Secalculeazá coeficienții : 


"LITE з 
4*. Din curbele de flambaj ( Anexa 8.4) se obțin: 
Š, — 9, 
$29, 
si se considerá 97 Prin = min(o,;o. ) 


Gbservatie: Interpolarea nu este obligatorie, deoarece metoda de dimensionare 
este oricum una aproximativá. 


5*. бе calculează aria necesară a secţiunii A, LL iar in cazul sectiunilor 
p- 


alcătuite se obține pentru un profil Anec "zn š 


6°. Se aleg dimensiunile secțiunii (sau profilul laminat) astfel încât A, 2 Ane sau, in 
cazul sectiunilor alcătuite din două profile A,, > Anec - 


7°. Їп mod obligatoriu se face verificarea secțiunii alese, urmând paşii 2° + 7° de 
la problema de verificare. Metoda coeficientului de profil fiind o metodă aproximativă nu 
garantează rezultatul final. Astfel, secțiunea aleasă poate să nu verifice condiţia de 
stabilitate (c, > К) sau, dimpotrivă, să fie supradimensionatá (c, <<R). În ambele 
situații se revine la punctul 6° şi se alege o altă secțiune; evident aceasta trebuie, la 
rândul ei, verificată! 


EXEMPLE DE CALCUL 


EJ Exemplul 5.1: Să se verifice stabilitatea stâlpului din figura 5.5, ştiind că 
R = 210N/mm?. Sá se determine apoi încărcarea capabilă aferentă acestuia . 


ДА 
= 


' 
CUCFENSJSEZER 


Figura 5.5 
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Rezolvare 


a) Verificarea stâlpului 
1°. Se stabileşte lungimea de flambaj : 


# =n: 
unde, datorită prinderilor (incastrare — jos; simplă rezemare — sus), rezultă р = 0,7 
£, =0,7-4m=2,8m = 280cm = 2.800mm . 
2°.  Secalculeazá caracteristicile geometrice ale secțiunii : 
A = 2. (30-2)+ 60 -1=180cm?; 


3 воз 
ly GE вод) зе |, 27 « (60): = 133.360cm* 


3 3 
L= 21235 +(20-30);0: [s ELE. (бол) =9.005ст* 


3”.  Secalculeazá razele principale de inerție (giratie) ale secțiunii : 


|, _ [133.360cm* 
i. | m | 227 22 CRE 
у Ë V 180cm? enm 
4 
F Ë š [acoso „zac. 
A 180cm? 


4°.  Sestabilesc coeficienții de zveltete : 


£, | 280cm 
a Zt ОР. 1020 
^s i, 27220 » 
е Р 30,0: , 
L  707cm 


Observaţie: Coeficientii de zveltete À si coeficienții de flambaj ф sunt 


adimensionali. 
5*. Din tabelul 1=1(9) prezentat în figura 5.5, prin interpolare, se calculează 
coeficienții de flambaj pe direcțiile Oy şi Oz : 


eà, = 1029 A= 0 — 9-1000 
1, =20 —> o=0983 
«20[.] . (=0,017)[ọ] 
41029 si x 
х= зоа саи --0009  —  q,=1000+(-0,009)=0991 
eà, 239,60 1, =20 — @=0983 
1, = 40 > 9=0927 
+20 [A] . . (—0056)[ф] 


+ 19,60 9? x 
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x . 1960- 0,056) 
20 
Ф, = 0991; 
9, = 0,928. 
6°. Coeficientul de flambaj al secţiunii este: ọ = min(o,;o. )- 0,928 . 
7°.  Severificá condiția de stabilitate : 
P 


БАШ z k 


--0055  — ф,=0,983+(—0,055)=0,928 


Rezultà | 


3.000-10° 


= -179,60N/ mm? <В = 210N/mm?. 
lesus 0,928 (180 -10^mm?) UTE A ы 


Rezultă că stâlpul nu îşi pierde stabilitatea (nu flambează). 


b) Încărcarea capabilă a stâlpului 
Pasii 1° + 6° au fost parcurşi la verificare . 
7°. Se determină, din condiţia de stabilitate, valoarea încărcării capabile : 
Pu, 79: A-R-0928.180. 102 -210 = 3.507.840N = 3.507,84KN. 


1 Exemplul 5.2: Sá se dimensioneze din profil laminat | stâlpul din figura 5.6. Se dă 
К = 210N/mm?. 


P = 350 kN 


- ку 


Rezolvare 

1°. Lungimea de flambaj este : 
£, = 0,5 -4 = 2m = 200cm = 2000mm 

2". Din tabele (Anexa 8.2), pentru secţiune profil |, se aleg coeficienţii de profil 
k, = 0,48 iei, 
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3°  Secalculeazá coeficienții: 


k,-R 0,48 -210N/ mm? 
= ruf ODOREM Cure =33: 
5 =: 475 ui \ 3500000 — 94 
к -R [11-210N/mm? 
=£,- |2 = 2000mm-,|—— —— ——— = 162,48 
= Р ER 350000N 


4°. Prin interpolare se obțin coeficienții de flambaj (o, şi Ф, ): 


* E, = 33,94 B Ф 
20,2 0,983 
41,5 0,927 


(+20,70) ... (-0,056) 


(413,74) ... x 
— p, - 0983 + 1874-(-0056) _ 0,946 
20,7 
* E, =16248 E Ф 
134,6 0,552 
182,6 0,432 
(+48,00) ... (-0,120) 
(427,88) ... x 
2788-(- 0,120) 
— o, = 0,552 .. —— 5 = 0,482 
Ps + 400 


Rezultă gp = тіп(0,946;0,482) 0,482. 
5° Апа necesară a secțiunii este : 
PR- с 350000 
"* eR 0482-210N/mm* 
6°. Din tabelele cu profile laminate | , se alege profilul 122, cu 
A, = 39,6 > A, =3458cm°. 
Momentele de inertie (efective) ale sectiunii sunt: 
1, = 3.060cm"; |, = 162cm*. 
Observaţie: Urmează etapa de verificare a secțiunii alese. 
7°. Razele principale de inerție : 


| 3.060 
i, = ‚|-- = | ——À— =9,41ст; 
h^ VA “ү 3458 
і, = |+ = = -216cm. 
A 34,58 


8°  Coeficientii de zveltete : 


= 3457,81mm? = 35,58cm* 
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ú, 200cm 
М = L = 216cm = 92,59 
9°. Se stabilesc (prin interpolare ) valorile efective ale coeficientilor de flambaj 
* À, = 2125 À Ф 
20 0,983 
40 0,927 


(+20)... (-0,056) 
(+1,25) ... x 


— Ф, = 0,983 + 125-(-0056) = 0,980 
, 20 
• À, = 92,59 À 9 
80 0,694 
100 0,552 


(*20) ... (-0,142) 
(42,59) ... x 


S. ws 0694 + 1259-0142). sos 
: 20 


Se alege Ф -min(0,980; 0,605) - 0,605 


10°. Se verifică condiția de stabilitate: |с, = == <R 
350000N — — 44609N/mm? <R = 210N/mm*. 


FILS 
NE T xr 
тәх 0,605:3.690тт“ 50,22 
Aşadar, alegerea făcută (profil 122) este corespunzătoare. 


ef 


5.3.2 SECȚIUNI CU O AXĂ MATERIALĂ ŞI UNA IMATERIALĂ 


Acest tip de secţiune este specific stâlpilor alcătuiți din elemente mult depărtate 
solidarizate între ele cu plăcuțe poziționate în lungul axei barei, la anumite distanțe 
(figura 5.7). 

Secțiunea A-A 
Y plăcuțe sudate la distanța !, 
(montant 
N Jm 


D 
— — 
' 


о! у (аха materială) 


- Ф- ЫА + 
^ I 
' 


— 
+ z (аха Imaterială) 


Figura 5.7 


Q4 


Rezistența materialelor 11 211 


O secţiune este cu atât mai eficientă la flambaj, cu cât materialul este dispus mai 
departe de axele centrale (deoarece creşte momentul de inerție si, implicit, raza de 
giratie, scăzând coeficientul de zveltete). Marea majoritate a sectiunilor alcătuite având 
două axe materiale au moment de inerție redus pe una din direcțiile principale, fiind deci 
sensibile la flambaj în plan paralel cu această axă. Acest neajuns poate fi înlăturat prin 
depărtarea profilelor de această axă principală şi implicit creşterea momentului de inerție 
până la o valoare apropiată de cea corespunzătoare celeilalte direcţii principale. Alte 
secţiuni alcătuite din elemente mult depărtate solidarizate cu plăcuțe sunt reprezentate 


în figura 5.8. 
' tă ' 


Figura 5.8 
Cele două profile (elemente longitudinale) care alcătuiesc secțiunea se numesc 
montanti. Axa centrală care intersectează montanţii se numeşte axă materială iar 


cealaltă, care nu taie montantii este axa imaterială. 

Stâlpii solidarizati cu plăcuţe pot prezenta două forme de pierdere a stabilității: 

- flambajul local — se produce atunci când montantul se încovoaie între două 
plăcuțe. Evitarea flambajului local se realizează prin măsuri constructive, de 
limitare a distanței dintre două plăcuțe consecutive. 

- flambajul general — se produce prin încovoierea întregii bare, iar siguranța se 


verifică prin calcul. 
Observaţie: În aplicaţiile prezentate vom considera că axa imaterială este în 


fiecare caz axa Oz; în cazul în care axa imaterială ar fi axa Oy (şi nu Oz), ar trebui 
inversate relațiile corespunzătoare mărimilor aferente celor două axe . 

În acest paragraf se utilizează următoarele notații pentru caracteristicile 
geometrice ale montantului (figura 5.9): 


A,  -aria montantului; 
| ml = momentele de inerție în raport cu axele principale ale montantului (G,y, 
şi G,z,); 
e - excentricitatea axelor centrale principale proprii ale montantului; 
| 
Е w E т - razele de inerție (оігаће) ale montantului: 


Figura 5.9 
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c - distanţa între centrele de greutate ale celor doi montanti; 
£4 - distanta intre axele a douá plácute consecutive; 
£ -lungimea stálpului (barei). 


Se consideră cá plácutele au rol constructiv, de solidarizare a barei si nu 
contribuie la preluarea efortului axial. 

Asigurarea barei impotriva flambajului local se realizeazá prin conditia 
constructivă 

ú, < 40-1„ (5.8) 

Această condiție limitează distanța dintre două plăcuțe consecutive. În general distanța 
£, se alege multiplu de 10 mm şi constantă pe lungimea stâlpului. 

Verificarea flambajului general se face cu condiția de stabilitate: 


9,7 <R 


Pin A 
unde Prin = тіп(ф,у,фь). 

Coeficientul de flambaj o, se determină pentru axa materială Oy analog 
sectiunilor cu două axe materiale (paragraful 5.3.1). 


£, curba de flambaj 
-— = — 
l, >i, je A, i, — e, 


Pe direcția axei imateriale Oz se determină un coeficient de flambaj 
transformat Ф, după schema următoare: 


1, >i, - je ә 
curba de flambaj 


Ae E 43260090 tel QQ. 
>, e Im ETH = 
m V A, x 


În schema de mai sus intervin următoarele mărimi: 
* coeficientul de zveltete al montantului 
№ = Ži (5.9) 
„ 


* coeficientul de zveltete transformat 


A. mM +22 (5.10) 
Rezultà cá verificarea stàlpilor avànd sectiune alcátuitá din elemente depártate se 
face după regulile de la secțiunile pline, înlocuind însă pe A, cu Ay. 
În cele ce urmează se va detalia modul de rezolvare al celor trei probleme ale 
Rezistenței materialelor pentru secțiunile cu o axă materială şi una imaterială. 


|. Verificare 
* Date: - lungimea barei £; 
- alcătuirea secțiunii transversale (tipul montantului si distanța între 
centrele de greutate ale montantilor c); 


а 
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- distanța între plăcuțe £,; 

- încărcarea P; 

- rezistența de calcul a materialului R. 3 
Se cere: -verificarea flambajului local şi general. 
* Rezolvare: 


1. Se stabileşte lungimea de flambaj 7, a barei, în funcţie de rezemare (coeficientul 
u- figura 5.3) 
# =u: 
2*.  Secalculeazá caracteristicile geometrice ale secţiunii transversale: 
- se cunosc (din tabelele cu profile) caracteristicile geometrice ale montantului: 
A, ly lz, e (pentru profilele asimetrice) 
- se determină razele de giratie (inertie) ale montantului 


б > 
y A, 


= Pb. 


i = 
21 А, 
- se calculează caracteristicile geometrice pentru întreaga secțiune (figura 5.10) 


[ 
A=2.A, у= = 
|, 22-1 ; 


Z 
2 
2 
Ñ 

N 


. + akimis 
<Ñ 


Š 
Ñ 
š 
š 
N 
š 
N 
N 


JALA 


OPER >. А. RE 


° N 


Figura 5.10 


Observaţie: Їп unele probleme se dă dimensiunea a a secţiunii. În acest caz, 
distanța dintre centrele de greutate ale montantilor se poate stabili cu uşurinţă: 
c-a-2.e 
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3*. Verificarea flambajului local se face cu relația (5.8) 
£, <40-1,; 
Din acest punct, calculul se separă pe cele două axe principale: 
° Calculul pe axa materială Oy: 
4^. Se determină coeficientul de zveltete 
f£, 


Р 


5° Din curba de flambaj, prin interpolare liniară se obține coeficientul de flambaj: 
À, Фу 


À, = 


. Calculul pe axa materială Oz: 
6°. Se determină coeficientii de zveltete 


~ 


f. 
' 
i, 


À, = 


si se calculeazà coeficientul de zveltete transformat 


A = ME RM. 
7°. Din сифа de flambaj, prin interpolare liniară, rezultă 
м, > Pr: 
Pentru verificarea flambajului general se mai determină: 
8”. Coeficientul de flambaj al secțiunii este 
97 Фла = min (0,0) 
9.  Severificá condiția de stabilitate АШ кы <R 
9-A 
Dacă inegalitatea este satisfacută, se spune că stâlpul nu flambează. 


Observaţie: Sectiunile alcătuite din elemente depărtate se încadrează pe curba 
de flambaj B pe ambele direcții. 


II. Încărcare capabilă 
* Date: - lungimea barei £; 
- distanţa £, între plăcuțe; 
- rezistența de calcul a materialului R; 
- alcătuirea secțiunii transversale - tipul montantului; 
- distanța c între centrele de greutate ale 
montantilor. 
*Secere: - determinarea forței capabile Р, 
* Rezolvare: 
Etapele de calcul sunt identice cu cele ale problemei de verificare (1°=8°), cu 
excepția ultimului pas, care devine:P,,, = 9: A-R 
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III. Dimensionare 
* Date: - lungimea barei £; 
- încărcarea P; 
- rezistența de calcul a materialului R; 
* Se cere;  -alcátuirea secțiunii transversale - tipul montantului; 
- distanţa c între centrele de greutate ale 
montantilor. 


~ distanța £, între plăcuțe. 

* Rezolvare: 
1*. Dimensionarea la flambaj este o problemă complexă care implică determinarea 
unui număr mare de necunoscute (caracteristicile geometrice ale montantului: 
A lim la; distanța între montanti c şi plăcuțe 7, ), multe dintre acestea dependente. 

Abordarea problemei de dimensionare se face în trei etape: 
(a) - dimensionarea montantului prin aplicarea metodei coeficientului de profil pe direcția 
axei materiale (Oy): 

Se stabilesc: A,, l, lz; şi, dacă este necesar, e; 


(b) - stabilirea distanţei /, între axele plácutelor se face din condiția de evitare a 
flambajului local: 
4, <40-i, 
Lungimea panoului (Z,) se alege multiplu de 10mm şi astfel încât, pe cât posibil, 
bara să se dividă în panouri egale. 
(c) - determinarea distanței între montanti se face din condiția de echistabilitate a 
secțiunii 
À = À. (5.11) 
Condiţia (5.11) exprimă faptul că secțiunea are momente de inertie egale pe axa 
materială şi cea imaterială. 
Paşii pe care îi presupune acest calcul sunt practic inverşi celor parcurşi la 
verificare şi sunt schematizati mai jos. 


Verificare Dimensionare 
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În continuare sunt detaliate relaţiile de calcul utilizate în calculul practic de 
dimensionare al barelor comprimate centric, cu secţiune alcătuită din elemente 
depărtate. 


1. Se stabileşte lungimea de flambaj: £; =u- Z 
2°. Se alege forma secțiunii şi în funcție de aceasta, coeficientul de profil k, din 
Anexa 8.2. 


k, -R 
3°. Se calculează coeficientul: ë, = /, P 
4°. Din curba de flambaj corespunzătoare rezultă coeficientul de flambaj pe direcția 


axei materiale Oy: £, —97*7* "5 o. (aproximativ). 


5° Зе determină aria necesară a secțiunii 
zo» 
nec ^ 9, В 
6. Din tabelul cu profile laminate se alege montantul si se extrag caracteristicile 


geometrice ale acestuia: A,, ly, lz- 


În continuare se face verificarea pe direcţia axei materiale (Oy) a secţiunii alese. 
7°. Se calculează caracteristicile geometrice ale secțiunii pe direcția axei materiale: 


A=2A, 
l, = 2l; 

i 
ЖЫР А 


8° Зе determină coeficientul de zveltete si, în funcţie de acesta, se calculează - prin 
interpolare - coeficientul de flambaj real (valoarea exactă): 


_|, curba de ñambaj 

= — — -— — —— ¿ 
i Py 
y 


9° Se verifică stabilitatea secțiunii pe direcția axei materiale: 


À 


y 


Observaţie: Dacă nu este satisfăcută condiția de stabilitate, se revine la punctul 
6° şi se alege un profil cu arie mai mare, după care se parcurg paşii 7°+9°; procedeul se 
repetă până cănd este verificată condiţia de stabilitate. 

10*. Se stabileşte distanța între plăcuțe (lungimea panoului) 7, din condiţiile: 
* €40.i,; 
* multiplu de 10mm ; 
* sárezulte un numár intreg de panouri . 
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11° Se calculează coeficientul de zveltete al montantului pe înălțimea unui panou: 
zl 
lz 
12°. Din condiția de echistabilitate (5.11) se determină valoarea coeficientului de 
zveltete de direcția axei materiale (Oz): 


A, = D: - X 


13° Se calculează raza de inerție pe direcția imaterială 


ath 
z X; 

14.” Se stabileşte valoarea momentului de inerție pe direcția imaterială (Oz): 
„=2:А — (X) 


15°. Egalánd valoarea momentului de inerție exprimată prin relația 


, -zi +2) ^| 


cu valoarea (ж), obţinută în pasul 14°, se obține o ecuaţie de gradul |, din care se 
determină distania с dintre centreie de greutate aie montantiior. 
Observații: 

(a) De obicei în schiţele de execuție se trece dimensiunea a (lățimea secţiunii), 
determinată în funcţie de c şi rotunjită în sus la multiplu de 10 mm. 

(b) Nu este necesară verificarea, deoarece procedeul de determinare al distanței 
între montanti este unul exact. Condiţia de echistabilitate implică de fapt 
egalitatea tensiunilor convenționale la flambaj în cele două plane: 

P P 


Observație: Pot să apară şi combinații ale celor trei probleme (verificare, 
dimensionare, forță capabilă); de exemplu se poate cere verificarea stâlpului pe direcția 
axei materiale şi apoi stabilirea distanței dintre montantii din condiția de echistabilitate a 
secțiunii. 


^ EXEMPLE DE CALCUL 


Ш Exemplul 5.3: Pentru stâlpul metalic încastrat la bază si liber la vârf, solidarizat cu 
plăcuţe din figura 5.11 se cere: 
a) verificare la flambaj 
b) stabilirea forței capabile. 
Pentru profil 130 se dau: А, =69;1cm* 
|j, 29.800cm*; 1, = 451cm*; 


В = 210N/mm?. 
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Figura 5.11 


Rezolvare 


a) Verificarea stâlpului 
1*. Lungimea de flambaj este: £, = p- £ = 2 -3m = бт = 600cm = 6.000mm 


2^. Caracteristicile geometrice ale secțiunii: 
A 22- A, =2:691 = 138,2ст? 
|, 22-1, =2:9.800 = 19.600cm* 


2] 2 
l, =2: Ë +A, G) = 2 анон (1) [rasnon 
Razele de giratie: 


у _ [19.600 
= [>= | -1191 
, ^ 1382 - 110" 
= Ë _ [887575 792cm 
A “ү 4382 
EMIT 
- [ - a 55cm 
а VA, ^ eoi 29% 


3°.  Severificá flambajul local: 7, = 60cm; 40-i,, = 40- 2,55 = 102cm 
Rezultă /, < 40.-i,, si nu se produce flambajul local al montantului. 


4°. Зе determină coeficientul de zveltete pe direcţia axei materiale Oy 


k etia ВОВ „sapa 
i, 1191cm 
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5*, Coeficientul de flambaj pe direcția axei materiale rezultă: 
10,38 . (-0,098) 


À, = 50,38 — Фу =0,927 + =0,876 
(+20)  .. (-0098) 
(+1038) ... x 
6". Зе determină coeficientul de zveltete pe direcția axei imateriale Oz: 
P: = А, 22 +22 = ү75,76° + 23,532 = 79,33 
Z; 60cm 
QI -2353 
i, 2,55ст 
7°. Din curba de flambaj, prin interpolare liniară rezultă 
A, = 7933 -> q, =0829+ 1933-0130) - 0,699 
(+20)  .. (-0135) 
(+1933) 2. х 


8°  Sealege ф = тіп(0,876 ; 0,699) = 0,699 
9°.  Severificá condiţia de stabilitate 
ll eme . . 200010N «^ 
"тх Ф.А 0/599.(1382.10*)mm? 
Deci, stâlpul nu-şi pierde stabilitatea (пи flambează). 


207,04 N/mm? <В = 210N/mm? 


b) Încărcarea capabilă a stâlpului 

Paşii 1*+8* sunt identici cu cei parcurşi la verificare. Încărcarea capabilă a 
stâlpului se calculează din condiția de stabilitate şi rezultă 
10°. Р. = ФАК = 0,699 :(138,2.1 02 )mm? -210N/ mm’? = 2.028.637,8М = 


= 2.028,64КМ. 


(2 Exemplul 5.4: Să se dimensioneze stâlpul cu plăcuţe din figura 5.12, din două 
profile О dispuse față în față. 

Se va utiliza curba de flambaj din exemplul 5.2. 

Se dă rezistența de calcul a oțelului К = 210N/mm*. 


Rezolvare 
Etapa (a) - Stabilirea montantului (profil laminat U 
1*. Lungimea de flambaj 
£, =0,7:45=315m=315cm = 3150mm 
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7 


lp=45m 


Figura 5.12 


2”. Din Anexa 8.2 se alege coeficientul de profil pe direcția axei material: К, = 120 


(pefitru secţiune alcătuită din două profile U, dispuse față în față). 
3°.  Secalculeazá coeficientul j 


kR 120 -210N/ тт? 
=, p y" 3.450 ета" T 
š =t p mV 350.10°N 


4^. Prin interpolare liniară din curba de flambaj, obținem 9, (coeficientul aproximativ 


de flambaj) 
š Ф 
(+301) _... (-0435) 
18,62. (-0,135) 
=0,829 + 96199) _ (745 
(+1862). х АРЕ 


g: Se determină aria necesară a unui montant: 


3 
P se S =1118,57mrm? = 11190m? 
2-p:R  2.0,745-210N/mm 


6.  Dintabelele cu profile laminate U se alege profilul U10, cu: 
Asa 2135 ст? > А =1119ст? şi 1„ = 205cm* , 1, =29,3cm* 
În continuare se face verificarea secţiunii alese: - 
7°.  Secalculeazá caracteristicile geometrice ale secțiunii pe direcția axei materiale 
A, = 2" Asu = 2:135 = 27cm? 
lua = 2-1,, = 410cm* 


p g | [410 
„= - |6. оу "9m 


1,nec 
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8°  Secalculeazá coficientul de zveltete pe direcția axei materiale 


Prin interpolare, se obține coeficientul de flambaj real o, : 
À; = 80,76 


(+20)  ... (-0142) 
(+076) .. х 


076.(-0442) 


5 Фуа = 0,694 + = 0,688 


9°  Severificá condiția de stabilitate pe direcția axei materiale Оу: 
<R 


o |= 
ial Pyer Аы 
; 3 
с=с сМ = 168,42N/mm? <R=210N/mm° 
0,688 -27 -10^mm 


Rezultá cá alegerea a douá profile U10 este corespunzátoare. 
Etapa (b) - Stabilirea distanței dintre plăcuțe (/,) 


10°. Calculám і,, = S = |292 = 147ст 
tef , 


Din condiția de a nu se produce flambaj local, rezultă distanța maximă între 
plăcuțe 


Limax = 40 - iza = 40 - 147 = 58,8ст 
Se alege £, < #, max = 58,8cm, astfel ca lungimea stâlpului / = 4,5m să se împartă 


într-un număr întreg de panouri; numărul minim necesar este: 
£ _ 450cm 


Nec = = = 7,65 
тх 588cm 
Se vor considera п=9 intervale, de lungime 7, = = segam = 500mm. 
Etapa (c) - Stabilirea distantei între montanti 
11°. Coeficientul de zveltete al montantului este: 
£, 50cm 
№ == —-3401 
' i, 147cm 


12*. Se determină coeficientul de zveltete pe direcţia axei imateriale Oz din condiția 
de echistabilitate a secțiunii. Rezultă: 


), = 2 -% = 80,76? – 34,012 = 73,25. 
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13° Raza de inerție pe direcția imaterială este 


КОЛ WRAP Sa cât ca 
14° Momentul de inerție pe direcţia imaterială este egal cu 

|, =i? - A —4,30* - 27 = 499,23cmi . 
15°. Se exprimă momentul de inerție în funcţie de caracteristicile geometrice ale 


2 
montantului = di, (5) ^| = 499,23 . 


2 
Rezultă: 2 Е + (2) ^s = 499,23 


şi, după efectuarea calculelor, obținem 
c = 8,08ст. 
Cu aceasta, distanţa între profile va fi 
a=c+2e ; e=155cm; 
a=8,08+155.2 =1118cm. 
şi se rotunjeşte în sus la multiplu de 10 mm. În final, rezultă 


se 

a =120 mm, pi 

с 

5.4 FLAMBAJUL BARELOR SOLICITATE LA ÎNCOVOIERE el 

CU COMPRESIUNE $ 
Barele solicitate la compresiune centrică au săgețile w nule până la atingerea 
încărcărilor critice Р.,, când este posibilă o configurație de echilibru instabil cu w +0. 
Pierderea de stabilitate produsă în acest fel se numeşte flambaj prin bifurcare (figura 

5.13). 
P >P. | r <Р. 
wzO0*, wz0 ,* 
і 


Figura 5.13 
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Comportarea barelor solicitate la încovoiere şi compresiune (figura 5.14) este 
calitativ diferită. 


Figura 5.14 


Încărcarea transversală produce încovoierea barei şi apar astfel ságetiile w, +0. 


Forțele axiale P produc o suplimentare a acestor săgeți. La cieşteiea fortei P, sagetile 
se măresc, bara deformându-se continuu. În acest caz nu se mai pune problema 
pierderii stabilității formei iniţiale de echilibru, ci a apariției deformatiilor mari. În 
consecinţă echilibrul trebuie exprimat pe forma deformată, în teoria de ordinul ll. 

Pentru valori reduse ale forței de compresiune P, aceasta poate fi echilibrată de 
eforturile care se produc їп bară. Peste o anumită valoare a forței, echilibrul nu mai 
poate fi menținut şi bara realizează un salt ajungând într-o nouă poziție de echilibru. 


Valoarea P,, a forței de stabilitate se realizează prin limitarea echilibrului (figura 5.15). 


lim 


Figura 5.15 


Calculul ságetii si a momentului incovoietor în teoria de ordinul Il se poate face cu 


formulele lui Pérry 


W, "M (5.12) 
4 
P; 
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s My = (5.13) 
1=— 
Pç 
În ecuațiile (5.12) şi (5.13) semnificaţia termenilor este următoarea: 
w, M - săgeată şi moment incovoietor în teoria de ordinul I (liniară) 
№, M, - săgeată si moment incovoietor în teoria de ordinul II (neliniară); 
P: = ке - forță critică euleriană pentru bara comprimată centric. 


Li 
Formulele lui Perry sunt riguros valabile numai pentru condiţiile de rezemare şi 
încărcare în care au fost deduse. Pentru încărcări diferite se introduce un coeficient de 
corecție c (Anexa 9). 
În mod obişnuit se notează cu 


Wadi и (5.14) 
Pe Sg 
unde с este tensiunea dată de forta axială P si o, este tensiunea critică. 
P 
G= A 
5.15 
s ALLEE dic 
BAV. M 
Relaţia generalizată pentru momentul de ordinul || se scrie atunci sub forma 
M, =M (5.16) 


Conditia de stabilitate pentru barele solicitate la incovoiere cu compresiune se 
exprimă prin relația empirică: 
"NS NE GLO (5.17) 
UU ФА п W š i 
În această relaţie se consideră: 
° p= Qui, =min(o;,o, ), deoarece flambajul se poate produce după oricare dintre axele 
principale; 
*  tensiunea critică o, (cu care se determină coeficienții n si c) se determină 
corespunzător axei pe care se suprapune vectorul moment încovoietor. 
Observaţie: Dacă N <0,15-ọ-A-R, se neglijează influența efortului axial asupra 
incovoierii şi se va considera 
26-1. 
În continuare se vor detalia cele trei probleme ale Rezistenței materialelor. 


|. Verificare 

* Date: - lungimea barei si modul de rezemare 
- incárcárile 
- secțiunea (formă si dimensiuni) 
- rezistența de calcul 
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+ Se cere: - verificarea stabilității barei in teoria de ordinul ll. 
* Rezolvare: 


1°. бе trasează diagramele de eforturi N si M în teoria de ordinul | si se stabilesc 
secțiunile periculoase 


eju 


aferent 


pagia 


2°. Se determină caracteristicile geometrice ale secțiunii: 
A (aria) 


k. (momentele de inerție) 


, 
"e а Ia ed 
іу = m - n (razele de inertie) 


W, sau W, (modulul de rezistentá in raport cu axa fatà de care se 


produce încovoierea); 
Se face mai întâi calculul la flambaj (conform paragrafului 5.2). 
3° Se calculează lungimea de flambaj a barei 


# =u: 
4° бе determină coeficienții de zvetete şi coeficienţii de flambaj prin interpolare 
liniară 


şi se alege 
9 = Prin = min(o,.o, ). 
5° Se verifică dacă este necesară considerarea influenței efortului axial asupra 
incovoierii: 
dacáN«0/15.o,,:.A-R — nu este necesar si с=п = 1 și se trece Іа pasul 8°; 
N»0/15.o,,-A-R — este necesar si se trece la pasul 6°. 
6.  Sedeterminá tensiunea normală din compresiune 


=Ë 
A 
şi tensiunea critică după Euler 
ед п? -Е 
Е ru 


unde À se ia cu acelaşi indice ca si M (după axa pe care se produce incovoierea). 
7'. Se calculează coeficientul de corecție n 


c 
n=1-— 
Gg 


şi se scoate din tabel (Anexa 9) coeficientul c funcție de schema de încărcare a barei. 
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8. Se verifică condiția de stabilitate: 


Dacá aceasta este satisfácutá, se spune cá bara nu isi pierde stabilitatea. 
Observaţie: Săgeata în teoria de ordinul I| se determină cu formula lui Perry: 
Wu = ы 
п 
Săgeata în teoria liniară w, se determină cu metodele prezentate în capitolele 


anterioare (de exemplu cu formula lui Maxwell - Mohr). 


II. Dimensionare 

Nu se poate realiza direct datorită numărului prea mare de necunoscute 
dependente care intervin în relația de stabilitate; în general, dimensionarea se face prin 
încercări. 


III. Încărcare capabilă 

* Date: - lungimea barei şi modul de rezemare; 
- secțiunea (formă şi dimensuni); 
- rezistența de calcul; 
- poziţia încărcărilor; dacă există mai multe încărcări, se dă si o relație între 
acestea astfel încât eforturile să fie exprimate în funcție de o singură 
variabilă (P, q, etc.). 


• Se сеге: -– determinarea valorii maxime a încărcării necunoscute (P., etc.). 


p! dap 
* Rezolvare: 

Paşii 2° + 7* sunt practic identici cu cei ai verificării. Primul pas se modifică în felul 
următor: 

1°. Se trasează diagramele de eforturi N şi M în teoria de ordinul |, prin 
suprapunere de efecte (din fiecare încărcare). Se vor considera ca secţiuni periculoase 


toate secțiunile în care o diagramă simplă (fie de efort axial М, fie de moment 
încovoietor M,) înregistrează un extrem. Considerând că avem n încărcări simple, într-o 
secțiune periculoasă, fie aceasta C, diagramele de eforturi se obţin, prin însumare de 


efecte, ca funcţii de încărcarea necunoscută (fie aceasta P). Rezultă 


м) = XN, 


i=1 
м.(Р) m Ум 
11 
În continuare se parcurg paşii 2° +7° ca si în problema de verificare. În ultimul 
pas se scrie condiţia de stabilitate la limită, în toate secţiunile periculoase. 
8°. Rezultă deci ecuatii de forma 
a Ne(P) , €. MeIP 


=R 
ga A n W 


max 
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din rezolvarea cărora rezultă valoarea forței capabile po) corespunzătoare eforturilor din 
secțiunea C. 
După rezolvarea ecuaţiilor de stabilitate din toate secțiunile periculoase se 


selectează valoarea forței capabile; aceasta este valoarea minimă şi pozitivă dintre toate 
rezultatele obținute. 


^ EXEMPLE DE CALCUL 


Ф Exemplul 5.5: Să se verifice stâlpul din figura 5.16 şi să se determine săgeata la vârf 
în teoria de ordinul Il. Secţiunea este alcătuită din profil 130 si se dau: 


A, = 69,1ст°; 

lı =9.800ст“; |, = 451cm*; 
ij, = 119cm; i, = 256cm, 
W, = 653cm“; W, = 732cm*; 
R = 210N/mm2; 


Е = 21.10° N/mm? . 


pex 
Q = 3 kN 


— sectiunea 1-1 


I=2m 


AP +y 


Figura 5.16 


Rezolvare 

a) Verificarea stâlpului în teoria de ordinul 11 

1. Se trasează diagramele de eforturi în teoria de ordinul | (figura 5.17). Se constată 
că forța P produce numai efort axial, iar Q numai încovoiere în planul principal xOz: 


ML, =Q: =3.2=6kNm. 
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IS TW 


Q 2 3kN 
— 


I=2m 


Figura 5.17 


Din analiza diagramelor de eforturi rezultă o singură secțiune periculoasă, situată 


în încastrare: 
IM, = 6kNm 
N = 100kN 


Caracteristicile geometrice ale secţiunii sunt cunoscute, deci se poate trece la 
calculul flambajului (pentru solicitarea centricá P). 
2. Lungimea de flambaj a barei este aceeaşi pe ambele direcții: 
£ =p:0=2:2=4m. 
3'. Зе determină coeficienții de zveltete si cei de flambaj. Deoarece direcția de 
inerție minimă este reprezentată de axa Oz a secțiunii 


La 7i, = 256cm, 
este suficientă considerarea flambajului în acest plan. Rezultă 
£, _ 400cm 
А == =——— = 156,25 
* i 2560 2 


{+ unici (- 0,032) 

OSA Б. аады х | 150 | 0,303 | 

k= 825х(—0032)_ 02 0.271 
10 ' 


şi, prin interpolare liniară, rezultă: e. = ф, = 0,303 —0,02 = 0,283. 


4° Se verifică dacă este necesară considerarea influenței efortului axial asupra 
incovoierii; se calculează 
015-0... -А:К =0,15x0,283x 69,1:102 x 210 = 61599,19N = 616kN 
şi 
N = 100kN > 61,6kN, 
deci determinarea coeficienţilor c şi n în teoria de ordinul Il este necesară. 
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5. Pentru stabilirea coeficienţilor c si n se calculeazá mai întâi tensiunea normală 
P 10-10? 
=—=—— 31447 x 
sc WU YK Cak upi 
şi tensiunea critică după Euler (după axa Oz, pe care este posibil flambajul); 


п?.Е m^ x24:105 


СЕ = =——— = 84,89N/mm?. 
° AX (15625) / 
6. Coeficientul de corecție n este: 
14,47 
aia zaqn t = 08360. 
dedi аа T aid 


Din tabel (Anexa 9) se scoate coeficientul c pentru bara incastratá la un capát si 
liberá la celálalt incárcatá cu forte concentrate, axial si transversal (pozitia 9): 
14,47 
с — 140234. = 10234 ^7. = 1040. 
Og 84,89 
7T. Se verifică condiția de stabilitate în secțiunea periculoasă, ținând cont că 
încovoierea se produce după axa Oz: 


e =... АЛ. Ma pe k u Su sss AMD. nd 
"poa" A п М, 0283x691.10* 0,830 72,2-10° 
= 51137 + 1,253 х 83,102 = 51137 + 104,128 = 
=155,265N/mm?, 
deci stâlpul verifică în teoria de ordinul ll. 
Observație: Tensiunile normale în teoria de ordinul | (c =n = 1) sunt 


c. = 51137 483,02 = 134,239 N/mm? . 


Se poate observa că în teoria de ordinul 11, creşterea tensiunilor normale, 
datorate considerării efectului forței axiale asupra incovoierii, este de 15,66%. 


b) Determinarea ságetii la vârf în teoria de ordinul II 
Se aplică formula lui Perry, sub forma: 
Wi = A 
n 
unde coeficientul n s-a determinat la punctul a) (6°) 
n-1- ° - 0830. 
Og 
1. Calculul ságetii în teoria de ordinul | se poate face cu formula lui Maxwell-Mohr 
(sau oricare айа metodă energetică). Deoarece efortui axiai nu produce săgeată, se va 
considera numai efectul încovoierii (figura 5.18). 
Integralele se efectueazá cu regula luí Veresciaghin si rezultá (incovoierea apare 
în planul xOz): 


1 é 
w, = — |M:mdx = 


10? Ë 
EL 2 21-10? x 451.10* 


АА = 845тт. 
2 3 
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ye [y (à) @ 


— — 


/ 
LA E 


6 kNm 2 kNm 


2m 


Figura 5.18 


2°. Săgeata în teoria de ordinul ll este: 
-W845 
"п 0830 
Observație: Săgeata în teoria de ordinul ll are o creştere de 20,43% față de cea 
obținută în teoria liniară. Se constată că săgeata are o creştere mai pronunțată decât 
tensiunea normală în teoria neliniară. 


= 10,18mm. 


Ш Exemplul 5.6: Bara din figura 5.19,a este comprimată centric de forța P = 300kN si 
solicitată transversal de forța uniform distribuită q. Secțiunea barei este alcătuită din 
două profile U20 (figura 5.19,b). Se cunosc: 
* caracteristicile geometrice ale profilului U20 (figura 5.19,c) 
А, =32,2cm?;  e=2,01cm; b = 75mm 
l,21910cm*; Wj, = 191ст°; i, =7,70cm; 
l,2148cm*;  W,4-27cm*;  i,-214om, 
* rezistenta de calcul si modulul de elasticitate longitudinal 
R = 210N/mm? 
E = 24.10*N/mm?. 


3 P = 300 kN о 
ee e Ў -——-X 
4 
A^ 7777 
y i 
Yz 

5m 
a) 


Figura 5.19 
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Se cere: 
a) determinarea în teoria de ordinul 1! a forței maxime care poate acționa bara 
(чы); 
b) săgeata în teoria de ordinul II în secțiunea maxim solicitată (pentru q, 
determinat la punctul precedent). 


Rezolvare 


a) Determinarea forței qcap în teoria de ordinul 11 


1. Trasarea diagramelor de eforturi (figura 5.20). 


Р = 300 kN 


Figura 5.20 


Sectiunea maxim solicitatá este la jumátatea deschiderii 

| N = -300kN 
М=М, =31259 [kN.mJ 
2°. Caracteristicile geometrice ale secțiunii: 

A = 2А, = 2: 32,2 = 64,4cm?; 
|, 221, — i, =}, = 7,70cm, 

Distanta dintre centrele de greutate ale profilelor este 

c -(b-e)- 2.(75- 201)- 1098cm 


2 2 
С.ж 2, + B ; ^| a 4 E za = 2.237 02cm* 
г 
і, = Us = 223102 = 5,89ст. 
-FVA Y 644 


3".  Lungimea de flambaj Ú, =u: £ =10 :5m = 5m 
4. Direcția cu inerție minimă este după axa principală Oz. Coeficientul de zveltete pe 
această direcţie rezultă 
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Din curba de flambaj B se obține 


4,89x E 0072) -0035 


Prin = Ф, = 0,694 —0,035 = 0,659 
5.  Severificá influența efortului axial asupra incovoierii 
0,15: prin A.R = 015x0,659x 644-107 x 210x 10? = 133,68kN. 
N = 300kN > 133,68kN, 
deci este necesarà considerarea acestei influente. 
6.  Sedeterminá: 


T.  Coeficientii de corecție pentru calculul în teoria neliniară sunt: 
=1-— = 0905 
9g 
si din tabel (Anexa 9) rezultá 


8. Condiția de stabilitate, la limită, scrisă în secţiunea de la jumătatea deschiderii 
devine: 


şi, explicitând termenii, se obține 
300.10° A 1  3125.q-10* Ж 
0,659х 64,4 -102 0,905 2.191.10* 
După efectuarea calculelor se obține ecuația 
70,689 + 9,039. q = 210 
de unde rezultă 
dap = 1541kN/m. 
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b) Săgeata la jumătatea deschiderii (secțiunea maxim solicitată) 


1°. Săgeata în teoria de ordinul |, pentru q = qap = 15,41kN/m , se determină cu formula 
lui Maxwell — Mohr (figura 5.21) 


15,41 kN/m 


1,25 


Figura 5.21 


2 
Wc = m (м.т max = = (2% 3401626125) = 
|... 10* 125,417 
21.10? x2:1910.10* 


Pentru calculul ságetii a fost considerată numai încovoierea din forțele q, 
deoarece compresiunea axială nu produce săgeată. 


= 15,63mm = 156cm. 


2°. În teoria de ordinul Il, săgeata rezultă cu formula lui Perry: 
w, 156cm 
= — = ———— = 1723 
Ми - 0905 "s 


Săgeata este cu aproximativ 10% mai mare decât în teoria de ordinul |. 


PROBLEME PROPUSE 


& Problema 5.1: Să se verifice stabilitatea stâlpului din figura 5.22, ştiind că 
В = 210N/mm? . 
үе 


85 т 


[A 
A 
A 
4 
A 
A 
А 
Й 
A 


Figura 5.22 
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Răspuns: с, = 210N/mm?. 


& Problema 5.2: Să se dimensioneze, ținând cont de flambaj, stâlpul cu secțiune 
inelară din figura 5.23. Se dă: 


t = 0100 
şi 
В = 210N/mm?. 


Figura 5.23 


Răspuns: A, = 39,68cm? 
Se alege: D = 120mm,  t- 12mm 


& Problema 5.3: Se consideră bara dublu încastrată comprimată centric din figura 5.24. 
Secţiunea barei se realizează din două profile U16, sudate continuu, aşezate în două 
variante: (1) spate în spate 


(2) faţă în față. 
Caracteristicile geometrice ale profilului U16 sunt: 
А, = 24cm"; 
l4 =925cm%; 1, = 853cm"; 
e = 184cm; 
b = 65mm. 
Ştiind că rezistența de calcul a oțelului este R = 210N/mm? , se сеге: 
a) să se stabilească forța capabilă în cele două variante de execuție; 


b) să se calculeze raportul între inertia minimă şi forțele capabile obţinute în cele 
două variante de execuție. 
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Pao 
l varianta (1) varianta (2) 
20, 20,, 


Figura 5.24 
Răspunsuri: a) PO = 467,7 kN 
P = 836,641 
(2) РӘ 
Ар . сар _ 
b) É = 3,64; po = 178 


€* Problema 5.4: Stâlpul încastrat la bază şi liber la vârf din figura 5.25 are secțiunea 
alcătuită din două profile U30 solidarizate cu plăcuțe. Stiind că: 


А, = 58,8cmf; 
|, = 8030ст*; ij, =117cm; 
l. =495cm“; i, = 290cm; 
e = 2,70cm; 
şi rezistența de calcul este R = 210N/mm* , sà se verifice stâlpul. 


IY 


Figura 5.25 
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Răspuns: с, = 203,62N/mm?. 


& Problema 5.5: Pentru stâlpul din figura 5.26, având secţiunea alcătuită din profile | 
solidarizate cu plăcuțe, se cere: 

a) dimensionarea montantului (R = 210N/mm?); 

b) stabilirea distanței dintre plăcuțe 7,; 

c) determinarea distanţei c între centrele de greutate ale montantilor. 


Le n 


Ráspunsuri: a) montant 12 
b) #, = 400mm (10 panouri) 
c) c - 120mm 


€* Problema 5.6: Pentru stâlpul metallic din figura 5.27, având secțiunea solidarizată cu 
plăcuțe, se cere: 
a) Stabilirea fortei capabile pe directia materialá, stiind cá montantul U20 are 
urmátoarele caracteristici geometrice: 
A, = 322cm^; 
l, =1910cmf; ij = 7,70cm; 
l,-148cm*; i, = 214cm; 
e = 2,01cm,; 
b) determinarea distanței a între montanti, din condiţia de echistabilitate a 
secțiunii; 
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c) considerând a = 100mm, să se stabilească forța capabilă corespunzătoare. 
Se dă R=210N/mm?. 


E 
E 
E 
© 
è 
& 
< 
Figura 5.27 
Răspunsuri: a) P, = 907,46kN; 
b) a = 120mm; 


c) P, = 7925KN. 


€* Problema 5.7: Grinda static nederminată din figura 5.28 este solicitată la incovoiere 


şi efort axial. 
Se cere: 
a) verificarea grinzii în teoria de ordinul 11; 
b) săgeata la jumătatea deschiderii în teoria de ordinul Il. 
Se dă: R=210N/mm?, E =2,1-10° N/mm? . 


200x12 mm 


N = 400 kN m 
< 


Figura 5.28 


Răspunsuri: а) Snax = 224,25N/mm?; 
b) м", = -2mm. 
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Indicaţie: Sistemul este o dată static nedeterminat. Pentru trasarea diagramei de 
moment încovoietor trebuie ridicată nederminarea, prin aplicarea teoremei lui Menabrea 
sau a formulei Maxwell — Mohr (vezi capitolul 3). 


é* Problema 5.8: Pentru stâlpul din figura 5.29 se cere să se calculeze lungimea 
maximă e,, pe care o poate lua consola, astfel încât să fie verificată condiția de 
stabilitate în teoria de ordinul Il. 
Se dau: R =210N/mm2 , E = 21.10* N/mm* . 
Caracteristicile geometrice ale profilului U30 sunt: 
А, = 58,8cm?; 
|,28030cm*;  W,=535cm*; i,-117om; 
l,-495cm*;  W,-678cm*; i, = 2,90cm; 
e=270cm;  b-100mm. 


e 
| des 


Figura 5.29 


35m 


Răspuns: Їп funcţie de modul de dispunere a secțiunii, avem: 
Ema = 583cm - în cazul în care P acționează în planul (хОу); 


ета, = 13,75cm - în cazul în care P acţionează în planul (xOz); 
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Capitolul 6 

CALCULUL PRACTIC LA ŞOC 
6.1 INTRODUCERE 


Solicitarea prin şoc se caracterizează prin aplicarea încărcării asupra elementului 
de construcţie într-un timp foarte scurt, astfel încât viteza de deformare si acceleratiile 
imprimate sunt mari. În mod real, fenomenul şocului este urmat de vibrații libere ale 
elementului structural, însoțite de apariția deformatiilor plastice. 

Studiul experimental al caracteristicilor mecanice ale materialelor arată că 
aplicarea dinamică a încărcării conduce la creşterea limitei de curgere odată cu viteza 
de încărcare, iar ruperea are, în consecință, un caracter mai casant. Modulul de 
elasticitate E nu este practic influențat de viteza de încărcare. 

Analiza răspunsului elementelor solicitate la şoc relevă faptul cà deformatiile si 
deplasările maxime apar înainte ca forțele de amortizare să atenueze efectul acţiunii 
dinamice. Rezultă astfel că pentru evaluarea siguranței unui element de construcţie 
prezintă interes doar faza premergătoare începutului vibratiilor. 

Studiul riguros al solicitărilor prin şoc este deosebit de complex, necesitând 
luarea în considerare a caracterului pronunţat aleator al acţiunilor şi modificările 
caracteristicilor mecanice ale materialelor, 

Calculul practic simplificat, pe baza căruia se obţin rezultate suficient de 
exacte pentru situațiile curente, admite următoarele ipoteze: 

(1) comportarea elementelor se consideră elastică, fără incursiuni în domeniul 

plastic; 

(2) deplasările sistemului supus la şoc sunt proporţionale cu forțele aplicate 

(static sau dinamic); 

(3) deformarea sistemului se produce instantaneu; 

(4) se neglijează masa (şi respectiv inertia) corpului care suportă şocul; 

(5) corpul care produce şocul este rigid şi, după impact, funcționează solidar cu 

elementul structural. 

Răspunsul dinamic al elementelor de construcție (deplasare, tensiune sau efort) 
se determină cu relaţia: 

R, =Y Ra (6.1) 
unde: R., este răspunsul structurii la acțiunea statică a încărcărilor; 
w este coeficient dinamic, sau multiplicator de impact. 


Determinarea coeficientului dinamic se bazează pe legea conservării energiei în 
procesul ciocnirii. Relaţiile de calcul ale acestuia depind de direcția pe care se mişcă 
corpul care produce impactul; se disting astfel două situații: 

- Soc vertical (căderea corpurilor, forțe produse de ciocanele utilajelor, deplasări 

bruste ale roţilor podurilor rulante datorită neplaneitátii căii de rulare, etc.); 

- şoc orizontal (izbirea elementelor de construcție de către vehicule sau mase 

rezultate în urma unor explozii etc.) 
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6.2 EVALUAREA COEFICIENTULUI DINAMIC 
6.2.1 ŞOC VERTICAL 


Pentru soc vertical transversal (figura 6.1,a) sau longitudinal (figura 6.1,b), 
coeficientul dinamic are expresia: 


v? 2h 
-1 h 1 =a h ES 6.2 
ү=1+ 8 M (6.2) 


unde: v, - Viteza corpului care cade in momentul impactului; 
g -acceleratia gravitațională; 
h -ináltimea de la care cade corpul. 
Íntre aceste márimi existà relatia : 


v, = J2.g.h (6.3) 
Mărimea 6, reprezintă deplasarea care s-ar produce dacă forta P ar acționa 


static pe direcția de mişcare a corpului care produce impactul şi are un caracter 
convențional. 


P=mg 


(x 


4 
"e. 
Ta 
vò 
=.>.. 


Figura 6.1 


Observaţie: Dacă se cunoaşte masa corpului care produce impactul m, 

încărcarea corespunzătoare este reprezentată de greutatea acestuia 
P=m-g (6.4) 
unde 9 = 981m/s? . 

Din relația (6.2) rezultă că pentru h > 0, coeficientul dinamic u > 2. În realitate, 
coeficientul dinamic obţinut pe cale experimentală are valori mai reduse, deci calculul 
simplificat este acoperitor. Abaterile sunt datorate în special nerespectării ipotezelor 
introduse în paragraful 6.1, dintre care cele mai importante sunt: 

- apariţia deformatilor plastice în zona de impact; 
- cedări de reazeme sau îmbinări; 
- neglijarea masei corpului lovit. 
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6.2.2 ŞOC ORIZONTAL 


Şocul orizontal se produce atunci când forța impulsivă P nu încarcă bara după 


lovire (figura 6.2). 
Sân 
е (1) | " d, 
- -> 7 7 E ip 


`. 
. 


Figura 6.2 
Se constată cá аира impact, forta P nu produce iucru mecanic. Coeficientul 
dinamic rezultă: 
V, 


y= 
49:8, 


semnificatia termenilor fiind aceeasi ca si in paragraful precedent. 


(6.5) 


6.3 CALCULUL DE REZISTENTÁ SI RIGIDITATE LA SOC 


Elementle de construcții solicitate prin soc lucrează în condiţii de siguranță dacă 
este satisfăcută condiția de rezistență: 


баа = W ` Gana, SR (6.6) 
in care: R este rezistența de calcul a materialului; 
y este coeficientul dinamic (vezi paragraful 6.2) si 


Osmax Este tensiunea maximă calculată în ipoteza acțiunii statice a forței 
impulsive P. 
Pentru exploatarea normală, elementul de construcție trebuie să satisfacă şi 
condiția de rigiditate: 
San max = W алах 5 fadm (6.7) 
în care: била, este deplasarea pe direcția de mişcare a corpului care produce 
impactul în ipoteza acțiunii statice a forței P şi 
f,,, este deplasarea maxim admisă prin standarde si norme. 
Mărimea tensiunii c,, şi a deplasării 5, este proporțională cu forța P, considerată 
a fi aplicată static. Multiplicatorul у (coeficientul dinamic) depinde de viteza corpului în 
momentul impactului şi deplasarea $,,, care apare la numitor — relațiile (6.2) si (6.5). 
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Legat de acestea se pot face următoarele Observații: 
(а) Cu cât rigiditatea unui element de construcție creşte, deplasarea 5, 


scade şi coeficientul dinamic creşte. În consecință, creşterea rigidității 
amplifică efectul dinamic al forței. 

(b) Reducerea coeficientului dinamic se poate obține prin introducerea 
unui strat de amortizare în zona impactului. Straturile de amortizare 
se realizează din materiale elastice cu modul de elasticitate E redus 
(cauciuc, lemn) care permit deplasări mari sub forța P aplicată static. 

Observaţie: Utilizarea stratului amortizor este mult mai rațională în cazul 
elementelor supuse la soc longitudinal (de exemplu piloti bătuţi în teren) decât 
dimensionarea secțiunii din condiția de rezistenţă în faza de batere. 

Solicitările prin şoc sunt deosebit de periculoase în cazul elementelor de 
construcție în care se produc concentrări de tensiuni (variaţii bruşte ale secţiunii, 
crestături, goluri, etc.). Ruperea prin şoc se poate produce casant — chiar şi la materiale 
ductile, sub sarcini statice — datorită faptului că deformatiile plastice nu se pot dezvolta 
complet la viteze mari de aplicare a încărcării. Materialele casante vor fi testate în 
prealabil la şoc şi, pe cât posibil, evitate. 

În continuare sunt prezentate etapele de calcul pentru cele trei probleme ale 
Rezistenței Materialelor. 


1. Verificare 
* Date: - schema staticá a barei; 
- forta P care produce socul 
- înălțimea h sau viteza v,; 
- secțiunea barei; 
- rezistența de calcul a materialului R: 
- modulul de elasticitate E. 
* Se cere: -verificarea condiției de rezistență si de rigiditate la şoc. 
* Rezolvare: 


1°. Ре schema statică а barei se consideră acțiunea statică a forței P şi se determină 
deplasarea pe direcția acesteia ë... 
Observaţie: Determinarea deplasării 5, se poate face cu formula Maxwell-Mohr 


(paragraful 3.2.2.2) sau altă metodă (de exemplu cu metoda grinzii fictive pentru barele 
încovoiate sau direct pentru barele comprimate axial). 
2^ бе determină coeficientul dinamic cu relațiile (6.2) sau (6.5), respectiv 


vi 2h > 
y=1+ PE =1+ je pentru soc vertical 
"Os st 
У; 


şi у = 


NEM pentru soc orizontal. 


3°  Seface calculul static al barei (trasarea diagramelor de eforturi) in urma căruia se 
stabileşte efortul maxim (N, sau Mwa ) şi secţiunile periculoase. 
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4°. бе determină tensiunile extreme în secțiunile periculoase, cu relațiile specifice 
solicitării simple care apare: 


Omax = Nan. pentru compresiune centrică, 
st. 
: M max А : 
respectiv Oma = W pentru incovoiere, 
st. 


sau prin suprapunere de efecte in cazul solicitárilor compuse. 
5°  Secalculeazá tensiunea dinamică si se compară cu rezistența de calcul - relația 
(6.6): Салах = V Oam SR. 
Dacă este satisfăcută condiția de mai sus, se spune că bara rezistă la şoc. 
6°. Verificarea condiţiei de rigiditate Іа şoc presupune stabilirea deplasării dinamice 
б, = Was, 
care se compară apoi cu valoarea admisibilă dată foam- 


II. Dimensionare 
* Date: - schema staticá a barei; 
- forta P care produce socul 
- înălțimea h sau viteza v,; 
- sectiunea barei; 
- rezistenta de calcul a materialului R; 
- modulul de elasticitate E; 
* Se cere: -stabilirea dimensiunilor secțiunii transversale. 
* Rezolvare; 
1. Considerând forța P aplicată static, se determină deplasarea pe direcţia forței, ca 
funcţie de caracteristicile geometrice ale secţiunii (aria A pentru solicitarea axială, 
respectiv momentul de inerție | pentru incovoiere) — 6, (A;l). 


2*. Зе precizează coeficientul dinamic — w(A;l). 
3°. Зе determină tensiunea normală statică — с, (A;W) 
4^.  Sescrie condiţia de rezistenţă la soc, la limită 
San = W(A;l).o, (AW) <А 
În cazul in care caracteristicile numerice pot fi exprimate prin intermediul unei 


singure mărimi, ecuația rezultată se poate rezolva numeric sau analitic. Este cazul 
sectiunilor simple - circulare (raza R); 


- dreptunghiulare (a =1,,2ў, 
Pentru celelalte cazuri (de exemplu, profile laminate), se consideră inecuatia: 
v(Ai)-o,(A;:W)«R , 
care se rezolvă prin încercări, ținând seama de sortimentul de profile disponibil. 


5° Se stabilesc dimensiunile finale şi se verifică secţiunea aleasă. În cazul când nu 
este satisfăcută inegalitatea de verificare, se alege o nouă secţiune. 
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Ill. Sarcină capabilă 
° Date: - schema statică a barei; 
- direcția forței P; 
- înălțimea h sau viteza v,; 
- rezistența de calcul a materialului R; 
- modulul de elasticitate E. 
e Se cere: -forța maximă care poate solicita bara (sarcina capabilă la şoc). 
* Rezolvare: 


1*. Din forţa P aplicată static se determină deplasarea — ë, (P); 
2. Se precizează coeficientul dinamic — w(P); 
3*.  Secalculeazá tensiunea statică extremă — Oy (P) 


4. Din condiția de rezistenţă la şoc, scrisă la limită, se obține o ecuaţie de forma: 
v(P) Os (P) =R 
prin rezolvarea căreia se obține sarcina capabilă P. 


^ EXEMPLE DE CALCUL 


Exemplul 6.1: Se consideră grinda metalică din figura 6.3, încastrată în A şi simplu 
rezemată în B, având secţiunea alcătuită din două profile U20 . Pe capătul liber C al 
grinzii cade o masă de 100 kg de la o înălțime h=3cm . 


Se dau: 
- caracterisicile geometrice ale profilului U20 : |, = 1910cm*; 
W, = 191ст?; 
-R=210N/mm°; Е = 21:10°№/ тт; 
- 9 = 981m/s*. 
Se сеге : 


(а) sà se determine săgeata dinamică їп capătul liber С ; 

(b) verificarea grinzii la soc ; 

(с) să se stabilească înălțimea maximă h,, de la care poate să cadă 
masa m = 100kg, astfel încât grinda să nu cedeze la impact . 


Figura 6.3 
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Rezolvare 

Grinda ABC este o dată static nedeterminată şi este solicitată la şoc transversal 
de către forța 

P = m.g = 100kg-9,81m/s? = 981daN = 9,81kN. 

a) Săgeata dinamică în sectiunea C 
1°. бе calculează săgeata statică în secțiunea C (wc), considerând grinda 
solicitată static de forța P (fig. 6.4). 

* Bara este o dată static nedeterminată si se va ridica mai întâi nedeterminarea, 
aplicând metoda eforturilor (paragraful 3.2.3.2): 


P = 9,81 kN 


Figura 6.4 


- Se construieşte sistemul de bază ( S.B.) prin eliminarea unei legături 
suplimentare (figura 6.4.,b) 

- ве trasează diagramele de momente M, din forța P si m, din necunoscuta 
static nedeterminată X, =1 

- ве calculează coeficienții : 


= 2133 


' 1 64 
5, = [т -Чх=—-4-4-4=— 
n= t pt $ 


t 
PEN [Mm -dx --|1982:4.2« 2.2084.4.4 | - 36624 
0 
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- se formează ecuația 


Š, X, +A, 20 
şi rezultă necunoscuta 
A, _ 366,24 
= 19 = ————— = 17,1675КМ. 
м 64- 2133 


Cu această valoare, diagrama de momente finală este reprezentată in figura 
6.4,c. 

* Se calculează săgeata în secțiunea C, aplicând formula Maxwell-Mohr (figura 
6.5). 
P = 9,81 kN 


C 
X, = 17,1675 


4m + 2m: 


68,67: 


e 
€ 


Figura 6.5 


Rezultă : 
1 I 
Wac "ED fw. +M,)-m. dx 


1 [1 2 1 1 2 
-— 1.5886-6.2.6- 1.6867.4.2-1.6867.4.2.4|- 
El, Ë $3 2 $1 
_ 654kN т? 
EI 


y 
Pentru secțiunea alcătuită din două profile U dispuse față în față (figura 6.3) 
rezultă 
l, = 2-1, =2:1.910 = 3.820cm* 
W, = 2. W,, =2:191= 382cm°. 
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Cu aceasta, se obține săgeata statică în capătul liber 
= 65,4 -10'2 
se 21.105 .3.820.10* 
2°. Se calculează coeficientul dinamic pentru şoc vertical : 


acts ТИЕ a +230 -3909 . 
Wac 804 


3°. Săgeata dinamică este : 
Мас = Мас = 3,909 . 8,04 = 31,429mm = 3,14ст . 


= 804mm . 


b) Verificarea grinzii la soc 
Coeficientul dinamic a fost stabilit in paragraful precedent. 


1. бе determină tensiunile extreme în cazul solicitării statice. Din diagrama 
momentelor încovoietoare (figura 6.4,c) rezultă M... =19,62kN -m şi tensiunile normale 


lo _ M... 1962-10* 
s үү  382.10° 


у 


=5136N/mm? . 


2°. Tensiunile dinamice vor fi 

Og, =Y: [Ol ma = 3,909 - 51,36 = 200,77N/mm? 
şi Ga = 200,77N/mm? <В = 210N/mm , 
deci grinda rezistă la şoc . 


c) Determinarea înălțimii h... (de la care poate să cadă sarcina P) 
Din condiția de rezistență, scrisă la limită 
Sanner = Vina б =R 
R___ 210 


на EL ME ENT . 
rezultă V rax Б, 75136 


Mai departe, din expresia coeficientului dinamic 


2-h 
=1 h na — 4088 
W It Ut rin 


obtinem hma = 34,33mm. 


Ф Exemplul 6.2: Ре mijlocul unei grinzi metalice de secţiune dreptunghiulară cade 
greutatea P=1kN de la o înălțime H=20cm . 


(a) Să se dimensioneze grinda considerând 1 н 


(b) Să se calculeze săgeata dinamică. 
Se dau: В = 210N/ mm? şi E =2,1-10*N/mm? . 
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Figura 6.6 


Rezolvare 


a) Dimensionarea grinzii 
1°. бе calculează săgeata statică la jumătatea deschiderii. 


Pentru grinda simplu rezemată aceasta este: (Anexa 10) 
P. 
Wa = 
48-El, 
Sectiunea dreptunghiulará are momentul de inertie : 


Cu aceasta, ságeata devine 
ND 1000 - (8000 f ..9 4.017.857143 
" 48.21.10? 2.b* b* 
unde toate márimile sunt exprimate in [N] si [mm] . 
2*. Coeficientul dinamic pentru soc vertical este 


2.H 2.200 
sje N E ON i pe pt 4 Л 0, .107* -bt 
Y + tw 1+ 2017857445 kalau NI i 


3° Tensiunea maximă apare în secțiunea de la jumătatea deschiderii, unde avem 
momentul încovoietor 


M, = 5:7 „1900-3000 - 780.000N-mm, 


şi este egală си: а= 2; 
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şi в, = 750.000-3 1.125.000 
T 2.b? p? ° 


4'. Din condiţia de rezistență la şoc rezultă 
Og, = Са = (++ оә955-10* -ь* )}. 1:128,009 <210 
sau, rearanjând termenii 
1+ /1+0,9955:10* -b* < 00001866 .bš 
0,0001866 -b° —y1+0,9955.10*.b* >1 


Ecuația se rezolvă numeric. Notăm: 


F(b)= 0,0001866.b? —/1+0,9955.104.b* 


*b=0 >  F(b)e-1 
«b-100 —  F(b)- 8682 
Se injumátáteste intervalul 


si avem: 


*b=50 ә  F(b)e-16387 
e b= 60 = F(b)= 43727 
• 0 = 55 —  F(b)- 0,8471 


e b=56 —>  F(b)- 14646 
Se alege ca şi soluție b = 55mm. Rezultă h = 2-55 = 110mm. 
Se verifică secțiunea aleasă (b xh = 55x110mm ): 
"e 1.000. (3.000% 
= 48.21.10° .6.100.416,667 
É 55-110? 


y 


= 0,4391mm; 


= 6.100.416,667mm*; 


є. = 1:000-3.000 
*  4.11.091667 
_ 55.110? 
ww 


—6,7618N/ mm^; 


W 


y 


=11.091667; 


° в =3120-6,7618 = 210,96N/mm? = = 210N/mm*. 
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Depàsirea rezistenței de calcul este de aproximativ 0,5% (valoare acceptabilă), 


deci secțiunea aleasă satisface condiția de rezistență la şoc. 


b) Săgeata dinamică 


Săgeata maximă apare la jumătatea deschiderii 
Wain = W* W. = 31,20-0,4391=13,7mm. 
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@ Exemplul 6.3: О greutate P = 10kN cade axial, de la 15 cm înălțime, pe vârful unui 
stâlp metalic de secțiune pătrată a=4cm. Să se verifice stâlpul, ştiind că 
R = 210N/mm? şi E = 2,1-10*N/mm?. 


Figura 6.7 


Rezolvare 
Stâlpului, solicitat la compresiune axială, îi este aplicat un şoc longitudinal. 
1. Deplasarea la vârf din acțiunea statică a forței P este 
, А 3 
A. = Р.Н | 10-10 x1000 _ 0,02976тт 
А =а? = 4х4 = 16ст? 
2°. Coeficientul dinamic 


2h 2x15 
yw =1 h AL 4 h EXE. 28976 
"Y'A, ТҮ 002976 


34 Tensiunea normală statică in stâlp este 
P 10:10 2 
= — =——— -2625N/mm 
WTA 1640? l 
4, Conditia de rezistentá se scrie 


San = Ф 0 =32,76 x 6,25 = 204,78N/mm? «R = 210N/mm?. 
Deplasarea dinamică la vârf este i 
As = Y- AS = 32,76 x 0,02976 = 0,975mm. 
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CD Exemplul 6.4: Un stâlp metalic, confecționat din profil 140, este lovit la vârf 

de o greutate P, care se deplasează cu viteza de v = 1m/s. Ştiind că: 

у = 29.210cmf; W, =1.460cm;; 

l, =1.160cm$; МУ, = 149ст?; 

g = 981m/s?; 

R=210N/mm?;  E=241-105N/mm? , 
se cere să se determine masa maximă a corpului care loveşte, astfel încât stâlpul să 
respecte condiția de rezistenţă la şoc. 


e v=1 mis 
-0 -> 


P=mg 


1=2,5 т 


Figura 6.8 


Rezolvare 
i. Se consideră forta P ca fiind aplicată static transversal pe axa stâlpului. În 
această ipoteză, săgeata la vârf este (Anexa 10): 


38.4 
"ЗЕ! 
2°. Coeficientul dinamic se calculează cu relaţia (6.5) 
M eet 
мы 
şi, înlocuind expresia sàgetii, se obține 
y= v ЗЕ! 
£ 49-2:Р 
3 Momentul static maxim este in incastrare 
Ma =Р:# 
şi tensiunea maximă rezultă 
P.# 
O si max = WwW A 
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4. Condiţia de rezistenţă la soc este 
O din = А ° Osa < R 
şi, scriind la limită, rezultă 


Mărimile care intervin se înlocuiesc în expresia de mai sus având ca unități de 


măsură de bază [N] şi [mm]: 
9.810x2.500 210^ үү? үү? 
P Е. =171675—— 
3х1.0002 241.105 | k | 


Deoarece nu s-a precizat axa după care se produce şocul, vom evalua forța 
capabilă pe ambele axe: 


- pe axa Oy: 
1.4602 
P, = 171675 = 125,28N 
Ш 29.210 е 
- ре аха О2: 
2 
Р, =171.675149__ = 3285№ 
1.160 
Rezultá 


Р = min(P,,P, ) - 3285N 
iar masa maximà a corpului care produce impactul poate fi 


PROBLEME PROPUSE 


$ Problema 6.1: O grindă metalică este incastratá la ambele capete si are secţiunea 
alcătuită din profil 124 (, = 4.250ст*; W, = 354ст). La jumătatea deschiderii cade о 
sarcină P =5kN, de la o înălțime һ = 5ст. Știind că /=6m, R=210N/mm? si 
E = 21.10 N/mm' , se cere: 

a) verificarea grinzii la soc; 

b) ináltimea maximá de la care poatá sá cadá sarcina P. 
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| 1/2 | 1/2 | 


Figura 6.9 
Ràspunsuri: а) o4, = 14445N/mm? <R 
b) haz =1114ст. 


€* Problema 6.2: Stâlpul metalic simplu rezemat din figura 6.10 este lovit la jumătatea 
înălțimii de sarcina Р = 10kN, care se deplasează orizontal, cu viteza v = 1m/s. 
Secţiunea stâlpului este aicătuită din două profile 140, sudate continuu. Şiiind că sarcina 
P se poate deplasa pe oricare dintre axele secțiunii (Oy sau Oz), se cere: 

a) verificarea stâlpului la şoc; 

b) să se determine viteza maximă a sarcinii P; 

c) săgeata dinamică. 

Se dau: 


R = 210N/mm* , E = 21-10* N/mm? , g = 981m/s? . 
Profil 140: 

1, = 29.210ст*; W, = 1.460cm*; 

l, 21.160cm*; W, = 149ст?; 

b = 155mm; А, =118cm?. 


Figura 6.10 
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Răspunsuri: a) Gay = 8563N/mm?, 


b) v, = 245m/s, 


Gun = 17660N/mm2 <В. 
Упа» = 1⁄19m/s 
Улак = MIN(V uv Ула) = 119 m/s. 


c) Wai y а 3,06mm; Wanz = 407mm r 


€* Problema 6.3: Să se dimensioneze grinda simplu rezematá din figura 6.11, realizată 

din lemn si având secţiune pătrată, ştiind că este solicitată la soc vertical, de sarcina 

P = 2kN, care cade la jumătatea deschiderii, de la înălțimea h = 3cm. Se dau: 
R = 210N/mm? şi E = 21-10° N/mm? . 


Figura 6.11 


Răspuns: Dra > 13,5cm; se alege b = 15cm. 


€* Problema 6.4: Pe capătul liber al unei console metalice, având secțiunea din figura 
6.12, cade o sarcină P, de la înălțimea h = 15cm. 


Să se determine: 


a) valoarea maximă a sarcinii P, astfel încât grinda să reziste la şoc; 
b) săgeata dinamică în capătul liber. 


Se dau: E =13N/mm? şi E =1:10*N/mm? . 


Pact? 
4 DONO a: 
h = 15 cm 
10 m 300 mm 
1=2 т - 
10 mm 
Figura 6.12 

Răspunsuri: a) Ри, = 2,36КМ; 


b) Wain = 6.36mm. 
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ANEXA 1 


1.4 Márimi mecanice şi unități de măsură 


Mărimea Denumirea măsură Echivalenta cu 
mecanicá unitátii de utilizate in | unitățile de măsură SI 
másurá in SI aplicatii 
curente 


Роща, 
încărcare 


concentrată 

Fortà 

distribuită 

- liniar newton pe metru 


- pe suprafață | newton pe metru 
pătrat 


Tensiune 
mecanică 
(efort unitar) 
Moment 
(încovoietor newton ori metru 1kN -m = 10*N- mm 


sau 1kN - т = 10*daN- cm 
de torsiune) 


newton pe 
milimetru pátrat 


1.2 Denumirile si simbolurile prefixelor pentru formarea 
multiplilor si submultiplilor uzuali 


Denumirea — | шыт! — 
prefixului 


Emir [cent [ dec: [seca [necto io | 
ЕСГ | m c | s | ss | ^ |. 


Faro e maius | 107 [107 [чо | vo [ 7 EC 
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ANEXA 2 


2.1 Rezistente de calcul pentru construcții civile, industriale şi 
agricole din otel (STAS 10108/0 — 78) 


Specificatie 


A. Produse laminate 
Rezistenta normatá 


Rezistenta de calcul 


- întindere, compresiune, 
încovoiere; 
- forfecare. 


B. Cordoane de sudură 
Îmbinări cap la cap solicitate la: 


- compresiune; 
- întindere; 


- forfecare. 
Imbinări de colt, solicitate la 


forfecare 


C. Îmbinări nituite cu nituri din 
- forfecare; 
- presiune pe pereții găurii. 


D. Îmbinări bulonate cu şuruburi 
din grupa 
- forfecare; 


- presiune pe pereții găurii; 
întindere în tijă. 


E. Îmbinări bulonate cu şuruburi: 


brute 
forfecare; 
presiune pe pereții găurii; 
întindere în tijă. 


Coeficient aplicat 
față de R 


Marca 
oțelului 
OL37 | OL52 
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ANEXA 2 


2.2 Rezistente caracteristice şi de calcul (valori de bază) ale 
betoanelor obişnuite 


Clasa de beton 
Tipul rezistenței Notatia Bc Bc Bc 
7,5 40 60 


compresiune 


caracteristică 
întindere 


compresiune 


de calcul 
(valori de 
bază) 
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ANEXA 2 


2.3 Rezistente de rupere, limite de curgere, rezistențe de calcul 
Valori informative, în | N | 


mm? 


Limita de 
curgere Rezistenta de 


calcui 


Rezistenta de 
Solicitarea rupere 


Otel OL37 in piese cu 
t<16mm 
16 «t < 40mm 
Otel OL44 in piese cu 
t«16mm 
16 < t< 40mm 
Otel OL52 in piese cu 
1 = 16mm 
16 < t<40mm 


Otel OLT35 în țevi 

Otel OLT45 în {емі 
1С, 
„б.п 


Fontă Ес 150 


315 
310 


C 


9, 
370 
370 
440 
440 
200 


45 
160 
60 


II 
Cc 


moam 


Fontà Fc 200 

pe ae] 
C In 170-230 
L.C, In 
C In 


65-110 
60-175 


Poliesteri armati cu fibre de sticlă 
tip roving 


Zidărie de piatră brută cu mortar 
Zidárie de piatră lucrată in asize 
cu mortar de ciment* 


Zidărie uscatá* 


Zidárie de cărămidă* 


Beton simplu B100-B300 


300-450 
260-450 
6,5-18,5 3-10 
0,75-1,35 0,45-0,9 


о, 

290 

280 

360 

350 

190 

33-45 
Ш 52-77 
I 60-100 11-13 
C 2-2,5 
C 
| 
с 


In funcție de calitățile pietrei şi mortarului 
! — Întindere; C — compresiune; In — incovoiere; 1! — întindere din încovoiere; F - Forfecare 


1,6-2,4 


0,6-3 


C 
C 
C 
Cc 
C 

0,02-0,12 
[o] 


Lemn molid sau 
- in lungul fibrelor 


= — 
m o 


- perpendicular pe fibre 


ANEXA 2 


2.4 Moduli 
transversalà 


Material 


Oteluri carbon 
Oteluri aliate 
Fontă cenusie albă 
Cupru laminat 
Cupru trefilat 
Bronz fosforos laminat 
Aluminiu laminat 
Duraluminiu laminat 
Zinc laminat 
Plumb 
Sticlá 
Granit 
Calcar 
Marmurá 
Gresie 
Zidárie de piatrá 
Zidărie de cărămidă 
Beton marca 

B 150 -B 400 
Lemn: 
- în lungul fibrelor 
- transversal pe fibre 
Cauciuc 
Bachelită 
Celuloid 
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de elasticitate si 


Modul de 
elasticitate 
longitudinal E 
[N/mm?] 


(2,0 + 2,1).10° 
(2,1 + 2,2)-105 
(1,15 + 1,60)-105 
1,1.10° 


1,15-10° 
0,69.10° 
0,71-10° 
0,84-105 
0,17-10° 
0,56.10* 
0,49-10? 
0,4210? 
0,56-10° 
0,18-10° 
(0,06 + 0,1) -10° 
(0,027-:0,030) -105 
(0,21 +0,33) -10° 


(0,1 + 0,12) -10° 
(0,005+0,01) -10 
0,000 08-10? 
0,000 43.10% 
(0,000 143+ 
30,000 275) -10° 


coeficienti 


Modul de 
elasticitate 
transversal G 
[N/mm?] 


(8,0 + 8,1) -10* 
(8,0 = 8,1) -10* 
4,5-10* 
4.0.10“ 
4,9.10* 
4.2.10“ 
(2,6 + 2,9)-10* 
3,7.10* 
22.10% 
0,70-10* 
2,2-10“ 


(0,08 + 0,13)-10* 


0,055-10* 


Coeficient de 


contracție 


transversală p 


[-] 


0,24 + 0,28 
0,25 + 0,30 
0,23 + 0,27 
0,31 + 0,34 
0,32 + 0,35 
0,32 + 0,36 
0,27 
0,42 
0,25 


0,47 
0,36 
0,33 + 0,38 
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de contracție 
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ANEXA 3.1 


Caracteristici pentru profilul cornier cu aripi egale 


Exemplu de notare pe desen: 
Conform: PROFIL CORNIER CU ARIPI EGALE Lungimi fixe Calități | pentru a=50mm; g=5 mm; I=10225 mm; 
STAS 424 - 80 Dimensiuni, mase, mărimi statice 4+12m OL 37 L 50x50x5 ... 10225 
?d 
momentul de inerție raportat la axa de 


încovoiere respectivă 


= modulul de rezistență raportat la axa de 
Incovoiere respectivă 


| = Ë = raza de giratie raportată la axa de 


încovoiere respectivă 


Dimensiunile secțiunii 
Denumirea 
№, =W: 
e efef fe] m eri 
war] [ч | тати 
| 20204 | — | 4 | 145 | 174 
25253 | |3 | r LEE ГЕЛЕ 


252544 [ 85 [16 os 
оз [ч р юзу чи —]| —9n IC —] 


IESS SENE SEK 


25 


2,78 2,18 0,92 2, 


40x40x5 


45х45х5 


45»45x6 


+ 
= 
o 


o 
o 


Rezistența materialelor Il 281 


Anexa 3.1 (continuare) 


Aria 
secțiunii 


Masa 
liniară 


Marimile statice pentru axele de 
i incovoiere 
Y-Y;z-Z 
у= 1. У, =W: у=, 
emi | iem 


[kg/m] 


[85856 [93 ] 73 27 
80:808 EE Tabara 
[71515 918 ] —254 sa | 24] 
masm шә [2% — EET 
[322 | 254 [v 
[55 7 36 — | 134 | 6 — DEE CĂ LI E 
Har [71870 7347 | 28 7] ae | 272 — 
mei s | mz | 272 | s | s | 39 | 
[7 | 38s |20 | — 33 355 ] 
[15 7 [ zz | 32 | 35 | Cs — 369 ] 38 | 
сад эу к=. эя =. ши аз м шс ar | ss 
[303042 | — | 32 | [ 35 | B8 | 3€ | — | 54 ] 
a рар 3: рта 71 — 58] 
[35 ] [эз | xs | 35 | эз s ] 
| 1402140212 | [ xs | ms | 39 | w — SY 
ta ve [uz] n ажаа ани: жани ZEE 
LM ©з | ss | «m | 7 | 79: ] 
оо | — [52] [эз [тз | 32m | 7- | €; | 
B Da | s j + f s T 79 | 
[758 [457 | 5s | «m | s | 57 | 
[78 | si [ал | ат | 39 | 95 | 
а Т [эл [э | аз P эз | тв | 
[74] "т |ss za ss [ат | res | ss | 
Ка [481 | 335 ] am 93 | S5 | 
[75] as 7 asa | «5 


Е 
сч 
ёте 
UON 
T 
EX 
888 
Š š 
= КЕ 
3 88 
= = 
ra ° 
3 a E e 
E E 53 
T с 3 
E Ф 
а. 
| 3 
S | 
š ! 
£ š 
° E 
ka 
© 
à i 
2 
N $ 
e 
z 
< 


Conform: 
STAS 565 - 80 
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înălțimea profilului 


H= 


d = grosimea inimii 


R = raza de rotunjire interioară a tálpilor 


r = raza de rotunjire a tálpilor la vârf 


| = momentul de inerție raportat la аха de incovolere respectivă 


modulul de rezistență raportat la axa de încovoiere respectivă 


{к 


S, = momentul static al semisectiunii 


w 


raza de giratie raportată la axa de încovoiere respectivă 


b = lățimea tălpilor 


t = grosimea medie a tàlpilor 


Mărimile statice pentru axele de incovoiere 


a 
: SERE 
Де 
ai 


sz 8 8 g ма N 
90 je [x] E 


v 
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ANEXA 3.3 


Caracteristici pentru profilul U 


Exemplu de notare pe desen: 
Conform: PROFIL U Lungimi fixe Calitáti pentru hz120mm; 121250 mm; 
STAS 564 - 80 Dimensiuni, mase, mărimi statice 6+12m OL 37 U 12... 1250 


h = înălțimea profilului 

d = grosimea inimii 

t = grosimea medie a tálpilor 

| = momentul de inerție raportat Іа axa de incovoiere respectivă 


W = modulul de rezistență raportat Іа axa de încovoiere respectivă 
j= E = raza de giratie raportată la axa de incovoiere respectivà 


S, = momentul static al semisectiunii 
b = lățimea tálpilor 


e, = distanța axei Z — Z de la marginea exterioară a inimii 


PE: |  Márimile statice pentru axele de incovoiere |] statice |  Márimile statice pentru axele de incovoiere |] axele de incovoiere 

Dimensiunile secțiunii 

z EL EI ° 
L іст 

лаа TA EX ps | te" Tr === 


в Ге үзүгү ав ртр ар r ee aa рт рш GC 


[165 | 
таш клип шн RN NE NEU 4.62 
| 864 | 
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ANEXA 4 


Caracteristici geometrice ale sectiunilor simple 


Momente de inerție Moduli de 
Secțiunea - axiale rezistență 
- polare 
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ANEXA 5 


Diagrame de moment simple 


Bara simplu rezemată, cu încărcare 
pe deschidere pe capătul consolei 


== 


IMs] = P: 
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ANEXA 6 


Rezultantele si pozitiile centrului de greutate 
pentru 
diagramele de moment simple 


s 


e" 


Ozitia centrului de 
greutate 
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ANEXA 7 


Formule de integrare numerică (regula lui Veresciaghin) 


Diagrama 


268 
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ANEXA 8 


8.1 Coeficienti pentru stabilirea lungimii de flambaj 


| =p-l 


Schema 


statică 
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ANEXA 8 


8.2 Coeficienti de profil: "b. 
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ANEXA 8 


8.3 Încadrarea în curbele de flambaj 


Curba de 
Tipul profilului 
TE flambaj 
. Tuburi laminate la cald, fárá 
sudurá 


. Profile dublu T, laminate sau 
sudate, din tablă oxicupată, 
care  flambează în plan 
paralel cu inima 


a. Chesoane sudate, 
profile solidarizate 


. Profile dublu T, laminate sau 
sudate, din tablă oxicupată, 
care  flambează în plan 
paralel cu tălpile 


Profile deschise, cu o axă de 
simetrie 


a. Flambaj în plan cu axa de 
simetrie y-y 


b. Flambaj în plan perpendicular 
pe axa de simetrie* 


“Observații: 

- Flambajul se produce prin încovoiere-răsucire dacă ф pentru À în raport cu axa de 
simetrie este mai mic decât ф pentru À în raport cu axa perpendiculară pe axa de simetrie; în 
acest caz verificarea pierderii stabilităţii se face cu X, = y-À,, când coeficientul q luat din 
tabelele B este mai mic decât o determinat cu À , luat din tabelele C. 

- În acelaşi mod se face şi verificarea barelor dintr-o singură cornieră. 
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ANEXA 8 


8.4 Coeficienti о, = pentru otel OL37 (n. = 240 J 


mm? 


10 0 0 

20 
[30 | 0974 | 304 | 30 | 030 | 30 | 30 | 093: | 313 ` 
e | 0952 | 409 | 40 | oszr| 415 | 40 | 0881 | 426 _ 
[ 50 | 0921 | s21 | so | oss | 532 | so | 0821 | 552 | 
[ 6» | 0879 | 640 | eo | o8 | ess | 60 | 0755 | 69. | 


| ELM 

0,590 | 1083 | 99 _ 

1274 

mo | os | 1485 | 10 
a 12 


1720 
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ANEXA 9 


Coeficienti c pentru corectarea momentelor de ordinul ll 


Schema de încărcare Coeficientul c 


M. M; 
~ y^ 
—», 


МЫМ 77777 
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ANEXA 10 


Valori maxime ale ságetilor pentru câteva tipuri de încărcări simple 


„а Valoarea ехїгета а sagetii 
Schema staticá şi secțiunea în care se produce 
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